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Abstract

Optimization is behind any planned human activity. Airlines companies schedule crews and
aircraft to minimize cost. Investors seek to design portfolios in order to avoid excessive risks
while they try to achieve high returns. Firms aim for a maximum of efficiency in planning their
production processes.

Moreover, nature also optimizes, and physical systems tend to a minimum energy state.
The molecules in an isolated chemical system react with each other until the total potential
energy of their electrons is minimized. Finally, rays of light follow paths that minimize their
travel time.

To use optimization one starts by identifying some objective, a quantitative measure of the
performance of the systems which are being analyzed. This objective might be profit, time,
potential energy, or any magnitude that can be represented by a single nunber. The objective
will depend on certain features of the system, called variables. The goal is Lo find values of the
variables that optimize the cbjective. Often the variables are construined, in some way. The
process of identifving objective, variables, and constraints is known as modeling. Constructing
an appropriate model is the first step, sometimes the most hmportant, in the optimization
process. Once the model has been formulated, an optimization algorithm will be used to find
its solution. There is no universal optimization algorithm, and each one is specially tailored to
a particular type of optimization problems. Finally, the mode! may be improved by means of
some sensittvity analysis, which reveals how much sensitive is the solution to changes in the
data and in the model.

Nowadays, there are many research groups working in optimization in different Spanish
universities. Some of these groups are more involved in theoretical research, and other are more
interested in applications. These groups have achieved a high degree of international recognition,
they publish frequently in the most prestigious scientific journals, and they are responsible of
the organization of relevant scientific events. Some of these teams also practice [4-D-+ and
act as consulters of important firms, organizations, etc. The optimization fields in which these
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groups have more relevant contributions are the following: global, multiobjective, stochastic,
dynamics, combinatorial, data mining, routing, location, interior point methods, semi-infinite,
and game theory.

La optimizacién, el hombre y la naturaleza

La optimizacion estd presente en cualquier actividad planificada del ser humano. Las com-
pafifas aéreas planifican sus vuelos y la rotacion de las tripulaciones con el afan de minimizar
los costes o, lo que es equivalente, de maximizar sus beneficios. Los inversores orientan sus de-
cisiones de forma que se minimicen los riesgos a la vez que se garanticen niveles de rentabilidad
satisfactorios. En general, las industrias aspiran a una eficiencia maxima a la hora de disefar
sus productos y de organizar sus propios procescs productivos.

Por su parte la naturaleza también optimiza, y los sistemas fisicos tienden a un estado de
minima energfa. Las moléculas en un sistema quimico aislado reaccionan entre ellas hasta que
la energia potencial de sus electrones alcanza su minimo valor. Los rayos de luz siguen aquellas
trayectorias que minimizan la duracién de su viaje.

Raices historicas de la optimizacion

Desde los tiempos criticos de la Segunda Guerra Mundial, la investigacion operativa ha
venido aplicando el método cientifico y su principal instrumento, las matematicas, al analisis
y resolucion de problemas complejos que surgen en diferentes ambitos, como la industria, la
administracién, los negocios, la gestion, la salud piblica, la politica, la ecologia, etc. La in-
vestigacion operativa se ocupa de modelar, simular y/o optimizar problemas reales asociados
al funcionamiento de sistemas de gran complejidad. Cabe afirmar gue la investigacion opera-
tiva trata de resolver estos problemas de una "forma Optima”, y al servicio de este objetivo
basico se desarrolld la optimizacién, también llamada programacidn matematica (aunque este
término equivoco, ya que puede conducir a la impresion erronea de que el objetivo de esta
disciplina consiste en "elaborar programas informaticos desde un enfoque mateméatico”). La op-
timizacién, junto con otras dreas de la investigacién operativa, proporcicna una base rigurosa
para el andlisis cientifico de las alternativas a considerar ante un proeblema de decision complejo.

La optimizacion hunde sus raices en el calculo de variaciones y en los trabajos de Euler
v Lagrange. El desarrollo de la programacion lineal y del métado stmplex, por George Dantzig
en los afios 40 del siglo pasado, constituyé el estimulo fundamental para el progreso de la op-
timizacién moderna en la segunda mitad del siglo pasado. Otro de los eventos decisivos en los
origenes de la optimizacion fue la publicacién del histérico articulo de Kuhn y Tucker en 1851
en que se establecian las condiciones necesarias de optimalidad para problemas de optimizacién
generales, incluyendo restricciones en forma de desigualdad: eran las Hamadas condiciones de
Kuhn y Tucker (también conocidas como de Karush-Kuhn-Tucker -KKT, en breve- en recono-
cimiento de la existencia de una version previa, més débil, debida a Karush en 1930).

La relacién entre la programacion lineal y la teoria de juegos estuvo presente en los prime-
ros andlisis de la teorfa de la dualidad y su relacién con el teorema del minimax de von Neuman.

En los afios 50 del siglo altimo la investigacién estuvo centrada en algunas subclases tm-
portantes de problemas que poseen una estructura particular, propeniéndose para su resolucion




MATEMATICAS EN LA COMUNIDAD DE MADRID: COMPUTACION E INTERACCION 14D+

(&3]
L

algoritinos especificos que explotan la estructura del problema en beneficio de la eficiencia
computacional del método. Mencionemos, por ejemplo, los problems de fransporte, transbor-
do, asignacidn, flujo en redes, secuenciacidn, etc., problemas todos muy presentes en una gran
variedad de aplicaciones en campos tales como la planificacion de proyectos, las téenicas de lo-
calizacion, el disefio de itinerarios de distribucién y, en un contexto més general, la planificacién
de grandes sistemas logisticos.

A mitad de los afos 50 aparecen aplicaciones del método simplex a clertos problemas no-
lineales. Tal es el caso de la programacidn separable consistente en una ligera variante del método
simplex permite abordar un problema no-lineal reemplazando las funciones no-lineales presentes
en el problema mediante poligonales convenientes.

También es ese periodo se asiste al desarrolic de diferentes algeritmos eficientes para resolver
el problema de programacidn cuadrdtica, que es el problema no-linsal mas sencillo, y para el
que las condiciones de KKT proporcionan informacién muy valiosa para la rsolucién exacta del
problema. Precisamente en las condiciones de KKT se basaron los métodos mas importantes
para resolver un problema no-lineal, propuestos en el periodo 1955-1970 (métodos de direcciones
factibles, métodos de penalizacién, métodos de programamcion secuencial, etc.). No obstante,
hasta los arios 90, con el desarrollo pleno de la informdtica, no fue posible su aplicacién eficiente
a problemas reales.

El modelo de optimizaciéon

La optimizacién arranca con la identificacion de un sbjetivo, o medida cuantitativa de la
realizacion del proceso o sistema estudiado. Este objetivo puede ser heneficio, tiempo, ener-
gia potencial, ¢ cualquier cantidad o combinacion de cantidades que puedan ser representadas
numéricamente. El objetivo dependera de ciertas caracteristicas del sistema, llamada variables.
Nuestro propdsito es determinar valores de las variables que optimicen el objetivo. A menudo las
variables estan restringidas, de alguna manera. Por gjemnplo, cantidades tales como la densidad

de un electrén en una molécula, o la tasa de interés de un préstamo no podrén tomar valores
negativos.

Fl proceso de identificar el objetivo, las variables, y las restricciones, en relacion con un
problema dado, es conocida como fase de modelacidn. La construccion de un modelo adecuado
es la primera etapa, a veces la més hnportante, en un proceso de optimizacion. Siel modelo
es demasiado simplisia no proporaoenard la suficienbe informacién sobre el problema real inves-
tigado, pero si es complejo en exceso, puede resultar demasiado dificil de regolver, es decir de
abordar numéricamente.

Una vezr que el modelo ha side formulado, un algoritne de optimizacion sera aplicado para
encontrar una solucién. Usualmente, los modelos y los algoritmes son lo suficientemente com-
plejos come para requerir la ayuda del ordenador en la implementacion de los calculos. No existe
un algoritmo de optimizacion de validez universal. Mas bien existen numeroses algoritinos, cada
cual especialmente digefiado para resolver determinado tipo de problemas. Es responsabilidad
del usuario elegir el método més adecuado a su aplicacidn especifica. Esta eleccion es de gran
trazcendencia, siendo la clave de si el problema es resuelte de fortna rapida o lenta o si, o que
es mas grave, no se llega al alcanzar nunca solucién alguna.

Después de que un algoritmo lia sido aplicado, tenemos que ser capaces de reconocer si ha
conducido a una sclucitn Optima o si, por el contrario, ha proporcionado una solucién que no
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es 6ptima. En muchos casos se dispone de elegantes expresiones matematicas, conocidas como
condiciones de optimalided, para comprobar que la sclucién suministrada por el algoritmo es
ciertamente 6ptima. Cuando las condiciones de optimalidad no son satisfechas en un determi-
nado punto generado por el algoritmo, suelen proporcionar por defecto informacién muy atil
acerca de como podemes mejorar la solucién actual, y aproximarnos de forma secuencial a un
6ptimo. Finalmente, el modelo puede ser perfeccionado aplicando técnicas tales como el andlisis
de sensibilidad, que revelan la sensibilidad de la solucién a los cambios en el modelo y en los
datos.

Formalmente, e} problema de optimizacién puede ser formulado en los siguientes términos:

min f(x) sujeto a hi(z) = 0, 1=12,..,p,
gilz) < 0,5=12,...,m,
r € XCR™

Todas las funciones que intervienen en el modelo anterior son escalares (real-valoradas). Los
vectores » € X que satisfacen adicionalmente todas las restricciones se llaman soluciones fac-

tibles, v aquellas soluciones factibles en las que la funcion objetivo alcanza su valor minimo se
llaman soluciones dptimas.

Habitualmente tendremos que practicar algunas transformaciones sencillas para expresar
nuestro problema de optimizacién en el formato anterior, pero estas transformaciones son rea-
lizadas de forma avtomatica por la mayor parte de los programas y del software al uso.

Un caso especial de singular importancia es el modelo de programacidn lineal, en el que to-
das las funciones que intervienen en el problema (la funcién objetivo, y las que aparecen en las
restricciones) son lineales. En multitud de ocasiones las variables serén, por propia naturaleza,
enteras, dando lugar a la llamada programacién matematica con variables enteras.

Clomo se ha comentado, no podemos aspirar a elaborar una teoria general sobre "cémo
plantear y resolver problemas" pues, en la mayoria de ocasiones, cada modelo asociado a un
problema concreto requiere una teorfa propia. A continuacién describimos, a titulo de ejemplo,
uno de los modelos simples mas sugestivos, cuya formulacién, en primera instancia, resulta apa-

rentemente muy distante del modelo general presentacdo més arriba. Se trata del problema de
localizacion:

Sea un conjunto I = {1,2, .., N} un conjunto de potenciales ubicaciones de plantas para la
produccion de producto diferenciado. Una planta puede ser creada en cada posible localizacion
4 I, lo cual comporta un coste ¢;. Asumiremos que cada una de las plantas construida puede
proporcionar una cantidad ilimitada del producto.

Sea un conjunto J = {1...M} de clientes que tienen una cierta demanda del producto
en cuestion. Para cada par (i,7) el coste global del proceso y de transporte viene dado por
g;; = 0. El objetivo serd determinar un subconjunto de ubicaciones potenciales § < I y abrir
las plantas correspondientes con el criterio de minimizar los costes totales. El problema puede
ser modelizado como sigue:

F(8)= ; min g;; — min.
(%) Zieé‘ G Zje‘:J 1oy 9i ST

El problema recién formulado es la generalizacion del bien conocido problema del cubrimzen-
to v, en consecuencia, es un problema de gran complejidad computacional (NP-hard). Métodos
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exactos, algoritmos aproximados con niveles garantizados, heuristicas lagrangianas, algoritmos
de iteracién aleatoria o de buequeda local han sido propuestos para resolver este problema.
Algunas clases de problemas resolubles en tiempo polinomial fueron identificadas. Un survey
interesante puede encontrarse en [MF90].

Presente y futuro de la optimizacién

Hov en dia existen grupos de investigacién dedicados a la optimizacién en muchas univer-
sidacles espafiolas, y en particular en las universidades de la Comunidad Auténoma de Madrid.
Algunos de estos grupos desarrollan una investigacién de cardcter tedrico, mientras que otros
ponen un mayor énfasis en las aplicaciones, o en cuestiones algoritimicas y metodolégicas. Un
indicic comun del alto nivel de tales grupos, y de su proyeccion internacional, es su activa pre-
sencia en foros internacionales como los grupos de trabajo de EURO (Association of European
Operational Research Societies), su participacion activa en la organizacion de eventos cientificos
internacicnales, las numerasas publicaciones en las revistas clentificas de mayor prestigio, y su
participacion destacada en proyectos I+-D-+ (en colaboracién con empresas € instituciones).

G

A continuacién se describen las liness de investigocién de estos gupos, comenzando con
aquelios temas de caracter més tedrico, y siguiendo con los temas més algoritmicos y con mayor
orientacion hacia la modelacién y las aplicaciones. Todas las lineas de investigacién que se
deseriben acto seguido se caracterizan por su importante potencial de transferencia tecnolégica.

» Optimizacion estructurada no-diferencieble y su interaccién con la geometria. A destacar
sus aplicaciones al analisis asintotico de las ecuaciones en derivadas parciales (EDP) de
tipo parabolico.

= Técnicas de analisis v resolucidon numérica de problemas de optimizacion global. Una linea
emergente de investigacion se basa en explorar nuevas técnicas de descomposicion en
diferencia de funciones converas {d.c.}, y su aplicacion a los algoritimos numéricos de
ramificacion y acotacion. Existen importantes aplicaciones a la Estadistica y la Ingenieria.

n Optimizacion vectorial v de multifunciones. En campos como la politica, la economia, los
negocios, las ciencias sociales, la ingenierfa o la industria es habitual considerar multiples
aspiraciones u objetivos, a veces enfrentadoes, con lo que se hace necesaric el estudio de
técnicas de decision basadas en un nimero finito de objetivos o criterios (programacion
mitiobjetive o decision multicriterio}, en un ntimero no finito (programacion vectorial),
o incluso problemas en los que hay que optimizar una multifuncién. Las aplicaciones mds
importantes se encuentran denfro de la propia optimizacion y de la econcmfa.

v Estubilidad y mal-condicionamiento en optimizacion. El estudio de la cualificacion de res-
triceiones, de las propiedades pseudo-Lipschitz de los principales elementos del problema
(el conjunto factible, el valor optimo y el conjunto de soluciones 6ptimas), la caracteri-
zacién de diferentes tipos de mal-condicionamiento, la obtencion de estimnaciones de la
distancia de un problems dado al mal-condicionamienso, y las implicaciones numéricas de
estas cuestiones son temas de considerable proveccidn de futuro.

= Progromacion estocdstica con wariables enteras. La programacion estocéstica combina las
ventajas de incorporar la incertidutnbre de los mwodelos (mediante la representacién en
forma de arbol representative de escenarios) y las posibilidades de modelizacion de la
programacién mateméatica con variables enteras. Los modelos que resultan son de una
dificultad extrema y no existen métodos eficientes de resolucién. En esta linea de trabajo
existen varios grupos de investigacion (URJC, UCM, etc.) con aportaciones notables.
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a Modelos de optimizacion dindmica, estocdstica y combinatoria de sistemas productivos,

logisticos y financieros. La investigacién en este tema se centra en el desarrollo de nue-
vos métodos, formulaciones y algoritmos para la resolucion de modelos de optimizacion
dindmica, estocastica y combinatoria, motivados por problemas de planificacién y con-
trol en aplicaciones que incluyen sistemas productivos, logisticos y financieros. Un grupo
de la Universidad Carlos III ha desarrollado, con éxito, modelos de programacién diné-
mica (orientados al disefio de politicas de asignacién dindmica de recursos en sistemas
nroductivos y de telecomunicacién), modelos de programacién estocastica (orientados a
la planificacion de decisiones en ingenieria financiera y en mercados eléctricos), modelos
de optimizacién combinatoria (correspondientes a problemas de planificacion de sistemas
logisticos), y modelos competitivos (relacionados con problemas de imputacion de cos-
tes/beneficios en sistemas cooperativos multi-agente).

Problemas combinatorios dificiles, para los que no se conocen algoritmos eficientes (poli-
nomiales en el tamafio de los datos). La ampliacion de la clase de problemas dificiles que
pueden ser resueltos eficazmente es uno de los retos de las mateméticas en la actualidad.
Entre los més importantes se encuentran los de agregacion de preferencias, gestion de
hases de datos, minerfa de datos, compresién de imagenes y datos, disefio o expansién de
redes Optimos, planificacién de produccion y decision multicriterio. Esta linea de trabajo
distingue claramente dos reas complementarias: investigacién en métodos generales para
resolver problemas combinatorios complejos (algoritmica, combinatorla, geometria discre-
ta, geometria computacional, programacion lineal y no lineal, optimizacién multiobjetivo,
etc) e investigacién en problemas concretos (particionamiento o coloracién en grafos, tari-
ficacién en redes, expansion de lineas de transporte urbano, competicidn y cooperacion en
mercados, teorfa de localizacién, etc). Avances en cualquiera de estas dreas aumentarian la

presencia de la matematica en la sociedad y supondrfa extender las fronteras de aplicacion
de la misma.

Programacion matemética y mineria de datos. La minerfa de datos es un érea emergen-
te, a medio camino entre la informatica, la inteligencia artificial, y la estadistica y la
investigacion operativa, que disefia algoritmos con los que extraer de los datos patrones
comprensibles que generen conocimiento til o interesante, y con importantes aplicaciones
en genomica, medicina, telecomunicaciones, informatica, finanzas, etc. Una linea dentro
de la mineria de datos es la utilizacion de métodos de optimizacién, fundamentalmente en
el campo de la clasificacion (no supervisada). Ejemplos paradigmaéticos son las mdguinas
de vector soporie v los métedos de vecino mds cercans.

Modelizacién y optimizacion de problemas de gran dimensidn, y su aplicacion a problemas
reales de nuestro entorno social. Los métodos mas idoneos en la optimizacién de problemas
de gran dimensién son los algoritmos de punto interior cuya complejidad es polindmica.
En la actualidad algin grupo de inevstigacion espafiol colabora INE de Alemania, en una
técnica de proteccion de datos.

Disefio de rutas dplimes de vehiculos. Comporta nuevos retos mateméaticos a la vez que
resuelve importantes problemas reales. En la actualidad es posible resolver optimamente
problemas de grandes dimensiones {con grafos asociados de més de veinte mil nodos),
gracias no tanto a los avances informaticos (que sin duda han contribuido de forma im-
portante) como a las investigaciones matematicas del poliedro asociado a las soluciones
factibles. La combinatorie poliédrica se ha revelado como una herramienta fundamental
para la resolucion de complejos problemas de optimizacién con recursos limitados.

Teoria de juegos. Algunas lineas de investigacion en las que algunos grupos espafioles han
realizado contribuciones significativas son, entre otras, el estudio de los equilibrios, de




MATEMATICAS EN LA COMUNIDAD DE MADRID: COMPUTACICN E INTERACCION I+D+i 59

la competencia y la cooperacion en situaciones en las que interaccicnan varios agentes
(en particular en modelos de teoria de colas, de gestidn de inventarios, de secuenciacion,
de redes de flujo y de planificacion de proyectos), la determinacidén de tarifas, el disefio
v andlisis de estructuras de votacion, la conciliacién y el arbitraje, el estudio de redes
sociales y economicas aportando el enfoque de la teoria de juegos a conceptos clasicos en
sociologia, etc.
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