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Abstract,

Mathematical finance is now a recognized part of applied mathematics. It began with deri-
vative pricing (the well known Black-Scholes formula) and there are many open problems related
with the pricing of complex derivatives, in particular related with credit rigk, that require advan-
ced mathematics (like Malliavin calculus, for example) and advanced computational methods.
Novertheless, risk manageinent offers new and more complex challenges to mathematician in
quest for applications.

Introduccion

A partir de 1973 con la célebre formula de Black-Scholes, la Matematica Financiera ha co-
nocido un desarrollo espectacular del que dan fe las numerosas publicaciones especializadas que
han eclesionado en los fltimos afios en paralale con la expansion de los mercados. Entre otras
razones este fendmeno se debe a la desregularizacion del délar, y al desarrollo de las comunica-
ciones y de la informatica que han aportade una eficacia {mumérica) hasta entonces desconocida
a la hora de pasar ordenes lo cual ha permitido una interconexién de los mercados.

Es en este conlexto se aflanzd la idea de gestionar el 1iesgo v se desarrollaron {debide a una
demanda creciente) los instrumentes derivados correspondientes. Con el paso del tiempo, los
productos han side cada vez mas complejos, precisando de un conocimiento matemético y de

recursos computacional cada vez mayores. Las inversiones en derivados se miden hoy en billones
de euros.

Entre otros elementos importantes, la Matemadtica Financiera se caracferiza por un uso
intensivo de:

s (alculo estocastico,
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s Procedimientos numéricos avanzados y uso intensivo de célculo cientifico,
» Ecuaciones en derivadas parciales.

Todo ello explica por qué la Matematica Financiera se ha ido consolidando como una rama
de las matematicas (en general del Calculo de Probabilidades) en la mayor parte de los paises
de nuestro entorno. Una primers consecuencia de este hecho ha sido un cambio drastico en los
perfiles demandados en los departamentos de riesgo o en las mesas de derivados de las princi-
pales entidades financieras del planeta, mayormente mateméticos, fisicos o ingenieros.

Sin pretender ser exhaustivo y procurando no ser excesivamente técnico, el objeto de estas
Iineas es dar una vision de las que, a juicio del autor, pueden ser las dreas mds pujantes y mas
demandantes de métodos cuantitativos en las finanzas actuales.

Para ello, distinguiremos dos campos de aplicacién de las matematicas en finanzas: la va-
loracion de derivados y la gestion de riesgos.

La seleccion de una bibliografia para un trabajo de este tipo siempre supone el riesgo de
cierta arbitrariedad. Se ha procurado citar algunos de los trabajos seminales. Para referencias
més recientes se remite al lector a la bisqueda por palabras clave en Internet o a contactar con
el autor si necesita referencias mdas concretas.

Valoracion de derivados

El punto de partida del éxito de las Mateméatica Financiera es la ecuacion diferencial esto-
castica que describe la din&mica temporal de un activo (una accion) Si:

ds c?
?t = rdi + odW; es decir: Sy = Spexp{(r — T)t + oWy}

t
siendo r el rendimiento de la cuenta bancaria, W, un movimiente browniano que modeliza la
llegada de la informacion al mercado y determina el comportamiento aleatorio del activo y o, la
volatilidad, que representa la desviacién tipica de los rendimientos instanténeos del subyacente.

En este marco, la férmula de Black-Scholes {1973) permite valorar el derivado més habitual:
la, call europea que da derecho a obtener una accién de dicho subyacente en un instante fufuro
T a un precio K {llamado de clercicio) fijado ahora. El precio de dicho derivado es:

C(Sg, K, 7, T o) = SoN(ds) - Ke " N(d_)

siendo N la funcion de disiribueion de la normal tpificada y
i ; Sh
5 = o
- g\/T ® Ke~

De los distintos parametros del modelo, sélo o no viene deda y hay que estimarla a partir de
datos de mercado. Un procedimiento consiste en partir de los precios cotizados en los niercados
y deducir cual es la wolotilided émplicite que, usada en la formula de Black-Scholes, la hace
coineidir con el precio de mercado.

d

1
T ﬁ:—?:a\/'j:

Eu la década de los ochenta quedd de manifiesto que el caleulo de la volatilidad implicita
para distintos valores del precio de gjercicio, quedando fijos los demés pardametros, conducia a
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diferentes valores para o.

Luego o = o(K) es una funcién del precio de ejercicio y es indispensable tener en cuenta
este hecho a la hora de valorar los posibles derivados obtenidos a partir del subyacente S;. Este
fendmeno se conoce como la sonrisa de velatilidad, debido a la forma que tenfa en las primeras
ohservaciones la grafica de o.

La cosa se complica cuando se quieren modelizar opciones en las que intervienen diversos
subyacentes camo, por ejemplo, en el caso de las opciones de la familia mountain: una clase de
derivados introducida en 198 por Société Générale y cuya funcidn de pago hace intervenir una
cesta de numerosos {n) subyacentes de los cuales pueden ser tomados en consideracién sélo una
parte de los mismos (por ejemplo, se excluyen los n; peores ¥ los ny mejores, obviamente con
n] + ne < TL).

Otro factor de complejidad radica en la posibilidad de cancelar el producto anticipadamente
o en la posibilidad de que la fecha de ejercicio esté abierta (opciones americanas).

Todo ello requiere la capacidad de modelizar de forma apropiada la dindmica de los subya-
centes y de sus volatilidades para poder resolver el problema de valoracién mediante simulacién
Montecarlo. Es este un problema no resuelto de manera satisfactoria y en el cual existe un
amplio campo de trabajo para los matemaéticos.

Los derivados sobre acciones (renta variable) representan sélo una pequefia parte del mer-
cado global de derivades. Otra parte la constituyen los derivados de renta fija y divisa y los de
riesgo de crédito.

Los derivados de renta fija tienen como finalidad la gestion de la incertidumbre derivada de
los movimientos de los tipos de interés y los derivados de divisas aquella ascciada a los tipos de
cambin. Su cucta de mercado es muy superior a la de los derivados de renta variable.

Los modelos usados en renta fija son mas compleios que los anteriores al tener que integrar
la informacion relativa a distintes plazos. Por ejemplo, la siguiente ecuacién se corresponde
con una versitn simplificada del Libor Market Madel, uno de los modelos més usados en este
momento en los mercados para la dinamica de los forward (tipos a plazo):

1F: : 8;Fy(t ',Dw Aje ] A?'——?n 2
dFi(t) _ Z i J( )qui J-mit).g {t}.q fiferZ/\i—m(f.) qutq
R L6850 o=1 :

Aqgui las A;, son volatilidades observadas para los tipos forward a diferentes plazos y los
W son movimientos brownianos. El niuero p de factores tiene que determinarse para proceder
a los ajustes.

Las observaciones hechas 1nds arriba, en particular la existencia de una sonrisa dindmica que
hav que tener en cuenta en la valoracién, también son de aplicacion en este contexto, agravadas
por la complejidad afiadida. Esto explica por qué la valoracién de estos derivados moviliza hoy
en dia una gran cantidad de quants.

Los derivados de riesgo de crédito, que permiten cubrirse del incumplimiento (defoult) de
una contrapartida, son el otro gran foco de interés en este momento de los mercados financiercs.
En general descansan en la modelizacién conjunta de los subyacentes susceptibles de incumpli-
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miento, una cesta mas o menos grande, con el énfasis puesto en estos posibles incumplimientos
(first to default, second to default, etc.).

El uso de este tipo de derivados ha supuesto la introduccién de lo que hasta hace poco se
hiabria considerade como supercomputacién, el uso de decenas o centenares de procesadores en
paralelo, en no pocas instituciones financieras. En muchos casos, la simulacién Montecarlo tiene
la dificultad afiadida de una dimensionalidad alta. Son muchos los desafios, tanto mateméticos
come computacionales, existentes en este campo.

(Gestion de riesgos

Va hemos sefialado la relacién entre derivados v gestion del riesgo, pero esta tiene otra fa-
ceta: el capital econdmico o regulatorio. Las entidades financieras estan obligadas a tener parte
de su capital invertido en instrumentos muy liquidos cou el fin de poder hacer frente a posibles
pérdidas por riesgo de mercado, riesgo de crédito o riesgo operacional.

Fl Nuevo Acuerdo de Capital (Basilea II) y su préxima plasmacién en normativa europea
define la manera de calcular dicho capital. Estos instrumentos més liquidos son menos renta-

bles por lo que el caleulo eficiente del capital econdmico es critico en la gestion de una entidad
fAnanciera. :

A la hora de calcular este capital econémico se trata de hallar un determinado percentil de
la distribucién de pérdidas, previamente determinada. Este es otro ambito de trabajo para un
matemético.

De los tres tipos de riesgos mencionados, el de mercado puede ser el mas conocido aunqgue
el menos relevante en términos de capital. Sin embargo gueda mucho por hacer en cuanto a su
modelizacién, especialmente en cuanto a colas pesadas se refiere: las distribuciones empiricas
presentan unas colas con un peso mayor que el estimado a partir de una normal lo cual implica
una probabilidad mayor de sucesos extremos que la que cabe inferir a partir de la normal. xxxx
as{ como a la dinadmica del mismo.

El riesgo operacional ha sido el Gltimo en ser incorporado por el Comité de Basilea v estd
suponiendo el uso de modelos actuariales (loss distribution approach) con la dificultad afiadida
de tener que calcular un percentil elevado (99,9) por lo que la implementacion de este tipo de
modelos exige combinar procedimientos estadisticos avanzados, métodos numéricos y soluciones
informéticas innovadoras (grid}.

El riesgo de crédito plantea una situacién algo distinta: aqui el regulador ha impuesto un
modelo unifactorial gaussiano a partir del cual se obticne el capital ccondmico. Sin cmbargo
cabe esperar que ex los préximos afios se vayan abriendo camino los modelos multifactoriales
que permiten recoger el efecto diversificacion de las carteras de crédifo y este es otro campo en
el cual los matematicos tendran algo que decir.

Las entidades financieras estdn trabajando ya muy activamente en la implantacién del
acuerdo de Basilea. No cabe duda que en este proceso surgirdn no pocas oportunidades de
colaboracion universidad-empresa en cuanto a matemética aplicada y computacién se refiere.
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Otros aspectos

A¥n sin tener la pretension de exhaustividad, es oblizado menclonar, aungue sea brevemen-
te, otros aspectos de los posibles campos de aplicacion de las matematicas en finanzas.

En primer lugar, conviene sefialar que el modelo de Black-Scholes antes mencionadocs tiene
varios inconvenientes entre los que destaca su cardcter simétrico y el hechio que las pérdidas
realmente observadas sean mayores v mas frecuenias que las previstas por los mismos. De ahf la
existencia de un esfuerzo por la bisqueda de modelos que describan mejor el comportamiento
de los mercados. Sefalemos en esa linea los trabajos destinados a sustituir el movimiento brow-
niano por procesos de Levy. También cabe destacar los esfuerzos realizadoes para la aplicacién
del Calculo de Malliavin a las finanzas o una nueva linea de trabajo en lo que se ha denominado
optimizacion robusta.

En no pocas situaciones surgen problemas de optimizacién complejos. La asignacion eficiente
de capital, la determinacién de activos para titulizar, la optimizacion de carteras que aparece
en muy diversas situaciones: fondos de pensiones ¢ de inversion, fondos de gestidn alternativa
(hedge funds) y ofros, son alguno ejemplos de este tipo de problemas. Son muchas las cosas
todavia por hacer en estos campos

Es interesante sefialar que la gestién de riesges ha saltado del mundo de las finanzas a
otros sectores: o el energético (derivados de energia), el medio ambiente (emisiones de diéxido
de carbono), o el de los seguros (bonos catastrofe o derivados de meteorologfa). Todos ellos
plantean nuevos retos relacionados con la modelizacion de nuevos subyacentes, en general no
gaussianos, con productos derivados poco Hquidos, pero que son, sin lugar a dudas, una de las
nuevas {ronteras para las matemdticas del riesgo.

Por dltimo diremos que el mundo de los seguros estd en visperas de una revolucién similar
a la gque se ha producido en finanzas. La irrupcién del calculo estocdstico en seguros es ya una
realidad vy los trabajos de Solvencia [T anuncian un marco regulatorio parecido al de Basilea I1.
Sin lugar a dudas un nuevo campo de accién para enfogues cuantitativos.
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