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Prdlogo

Este libro se refiere al uso de modelos cuantitativos en la resolucion de problemas de gestion y
administracion de sistemas complejos, con especia énfasis en la toma de decisiones. Ha sido
escrito para dos tipos de usuarios. € administrador general o administrador en potencia, que
puede sacar provecho de su uso en la comprension y aplicacion de los modelos cuantitativos
para la toma de decisiones; o para estudiantes de estudios en donde la toma de decisiones juega
un papel fundamental, como son los de gestion y administracién y economia entre otros.

El libro no pretende ser exhaustivo en cuanto a las técnicas existentes, ya que existe un sinfin de
excelentes manuales de técnicas cuantitativas y de investigacion operativa (algunos de ellos se
citan a fina dd libro). Lagran diferencia entre este libro y los manuales clésicos radica en que
e nivel de complgidad matematica se mantiene a minimo nivel posible, y se hace especia
énfasis en & planteamiento de modelos y en explicar como algunas de las técnicas existentes
pueden ayudar a solucionar problemas que aparecen en cualquier organizacion. Por €ello, para
su lectura no se necesita una formacién matemética previa; incluso se puede decir que en todo €
libro no se utilizan mas que las cuatro operaciones aritméticas béasicas. sumar, restar, multiplicar
y dividir.

También se incluye la posibilidad de obtener todos los problemas resueltos asi como una
explicacion de como resolver cualquier formulacion presentada en este libro con la popular hoja
de calculo Microsoft Excel 97 en ladireccion electronica siguiente:

http://www.econ.upf.es/~serral/libro.htm
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1 Programacion Lineal |: Formulacion de
Problemas

1.1 Introduccién

El desarrollo de la investigacion operativa, segin muchos autores, ha representado uno de los
avances cientificos méas importantes desde mediados del siglo XX. Actuamente es una
herramienta utilizada en muchos campos de la administracion, de la economiay de laingenieria
Existen muchos libros de texto sobre € tema y miles de articulos cientificos en revistas
especializadas.

La investigacién operativa tiene como base € método cientifico para investigar y ayudar a
tomar decisiones sobre los problemas complgos de las organizaciones de hoy en dia
Bésicamente la investigacion operativa sigue los pasos siguientes: (1) la observacion de un
problema, (2) la construccion de un modelo matemético que contenga los elementos esenciales
dd problema, (3) la obtencién, en genera con la utilizacion de un ordenador, de las mejores
soluciones posibles con la ayuda de agoritmos exactos o heuristicos y finamente (5), la
calibracion y la interpretacion de la solucién y su comparacién con otros métodos de toma de
decisiones.

Un gemplo simple, € problema de la asignacion, nos puede servir para ilustrar la dificultad
esencial de la investigacion operativa.  Un hospital tiene 70 trabajadores con calificaciones
diferentes (médicos, enfermeros, ATS, personal de administracion, etc.) que hemos de asignar a
70 actividades también diferentes. S pudiéramos determinar un vaor que reflgase la
asignacion de un trabgjador a una tarea determinada, tendriamos que escoger una entre 70!
formas posibles de permutacion de las asignaciones que maximice € valor total. Cémo que 70!
es aproximadamente igual a 10'®, necesitariamos un ordenador que eecutase 1.000.000 de
operaciones por segundo durante aproximadamente 10% afios (muchas veces la vida proyectada
del universo) para examinar todas las permutaciones. Problemas de decisién como éste son
muy comunes y se tienen que desarrollar modelos de programacién matematica, métodos
matematicos para obtener soluciones a los modelos, y algoritmos de ordenador (procedimientos
paso a paso) muy eficientes. Se dice que la investigacion operativa constituye e 25% del
tiempo total utilizado por los ordenadores para resolver problemas cientificos.

La investigacion operativa ha tenido un impacto impresionante en la mejora de la eficiencia de
numerosas organizaciones en todo € mundo. Existen inimeras aplicaciones con éxito en todos
los campos en donde la toma de decisiones es compleja y que pueden implicar para la
organizacion grandes inversiones o cambios en la organizacion que determinen su futuro.

La programacion lineal es la herramienta basica mas utilizada dentro de la investigacion
operativa, debido tanto a su inmenso abanico de aplicaciones como a su simplicidad de
implementacion. Efectivamente, € desarrollo de la programacion lineal, segiin muchos autores,
ha representado uno de los avances cientificos mas importantes desde mediados del siglo XX.
Actualmente es una herramienta utilizada en muchos campos de la administracion, de la
economiay de laingenieria.  Existen muchos libros de texto sobre € tema y miles de articulos
cientificos en revistas especializadas.



La programacién lineal es un caso especia de la programacion matemética, en donde todas las
funciones que hay en e modelo son linedles. siempre tenemos una funcién objetivo linea a
optimizar (maximizar 0 minimizar), sujeta a restricciones lineales individuales. Las variables
del modelo, que son continuas, Unicamente pueden coger valores no negativos. Si bien puede
parecer que estos supuestos quitan realismo a problema porque € modelador esta limitado a
uso de ecuaciones que quizas no son frecuentes en & mundo real, las técnicas de programacion
lineal se utilizan en un amplisimo espectro de problemas como, entre otros, de planificacion y
gestion de recursos humanos y materiales, de transporte, de planificacion financiera y de
organizacion de la produccion.  En definitiva, una extensa gama de problemas que aparecen en
las areas de tipo industrial, econémico, administrativo, militar...

El término programacion tiene su origen en la planificacion de las actividades que se redizan
en una organizacion tal como una fébrica, un hospital, una compafiia aérea 0 un organismo
publico, en donde hay un objetivo a optimizar (maximizacion de beneficios, minimizacién de
costes, maximizacion de la cobertura sanitaria, etc.). No tenemos que confundir este término
con la “programacion” en referencia a la preparacion de una serie de ordenes e instrucciones de
un lenguaje informético en un ordenador.

1.2 Origenes de la Programacion Lineal

La programacion lineal, s bien actualmente se utiliza frecuentemente para resolver problemas
de decision, era casi desconocida antes de 1947. Ninguna investigacion significativa fue
realizada antes de esta fecha, s bien hay que mencionar que, arededor de 1823, € matemético
francés Jean Baptiste Joseph Fourier parecia conocer € potencia del tema.

Un matemdtico ruso, Leonid Vitaievitx Kantorovitx, que publicd una extensa monografia en
1939, Matematitxeskie Metodi Organisatsi i Planirovaniia Proisvodstva (M étodos matematicos
para la organizacion y planificacion de la produccién) fue € primer investigador en reconocer
qgue una amplia gama de problemas de produccion y distribucion tenian una estructura
mateméatica y, que por lo tanto, se puedan formular con un modelo matemdtico.
Desgraciadamente sus propuestas fueron desconocidas tanto en Unién Soviética como en €
occidente durante dos décadas. Durante este periodo, la programacion lineal experimentd un
gran desarrollo tanto en Estados Unidos como en Europa. Después de la segunda guerra
mundial, funcionarios del gobierno americano consideraron que la coordinacion de las energias
de toda una nacién debido a peligro de una guerra nuclear requeriria la utilizacion de técnicas
cientificas de planificacién. Con la aparicién del ordenador esto se hizo posible. Se crearon
ingtituciones como la Corporaciéon RAND en donde ingenieros y mateméticos se pusieron a
trabgjar intensamente en la formulacion y resolucion de problemas mateméticos aplicados a la
toma de decisiones. Entre otros, se propuso un modelo de programacion linea por su
simplicidad y aplicabilidad, sin degar de dar un marco lo suficientemente amplio para
representar actividades interdependientes que han de compartir recursos escasos. El sistema
(como, por giemplo, la produccion industrial) se compone de diversas actividades relacionadas
entre elas (formacidn, fabricacion, almacenaje, transporte, distribucién y venta). Este fue €
primer modelo de programacion lineal conocido.

¢En qué consiste la Programacién Lineal ?
La Programacion linea (PL de ahora en adelante) consiste en encontrar los valores de unas

variables que maximizan o minimizan un Unico objetivo sujeto a una serie de restricciones. Las
principales caracteristicas de PL son:
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Un Unico objetivo linea a optimizar (maximizar o minimizar)

Unas variables de decision que siempre son continuas' y no negativas

Una o més restricciones lineales

Un conocimiento exacto de los parametros y recursos utilizados en la construccion del
modelo.

ApODPE

Si todas estas condiciones se cumplen, existen varios métodos de obtencion de soluciones que
nos dan la solucién éptima con un coste computacional relativamente reducido. Como veremos
mas adelante, incluso la mas popular de las Hojas de Caculo, Excel, incorpora una herramienta
pararesolver programas lineales.

A continuacion analizaremos con més detalles estas caracteristicas y lo que ocurre s una o
varias de ellas no se cumplen.

En primer lugar, cabe destacar que en la PL todas las funciones utilizadas tanto en el objetivo
como en las restricciones son lineales. Es decir, las restricciones consisten en la suma de
variables multiplicadas por sus respectivos parametros, siendo esta funcion menor, igua o
mayor que un determinado recurso.  El objetivo también es lineal, s bien desconocemos a
priori su valor. En caso de que tanto € objetivo como una o mas restricciones no fueran
lineales, seria necesario € introducir métodos de programacién no-lineal, que son mucho maés
complejos de resolver y cuya optimalidad no siempre esta garantizada.

En segundo lugar, la PL considera que las variables de decision son continuas. Desde € punto
de vista matematico de obtencidn de soluciones, esta caracteristica no ofrece problemas. Ahora
bien, en muchas situaciones, la interpretacion econémica de la solucién de un problema de PL
no tiene sentido s obtenemos fracciones en las variables. Por gemplo, s estamos asignando
trabgjadores a tareas, no tiene sentido un resultado que en un momento determinado asigne 3,4
trabajadores a una determinada tarea. Por otro lado, y como veremos més adelante, s uno opta
por redondear a entero méas préximo se puede cometer un grave error. Para poder obtener
soluciones enteras en problemas que lo requieren, se utiliza la Programacion lineal Entera, que
sera objeto de estudio en € capitulo cuarto de este libro.

En tercer lugar, los modelos de PL consideran que hay un Unico objetivo a maximizar o
minimizar. Muchas veces podemos tener que resolver problemas que tienen mas de un
objetivo. Por gemplo, por un lado podemos querer maximizar la cobertura de un determinado
servicio sanitario, mientras que por € otro queremos reducir los costes generales. Ambos
objetivos son conflictivos, en el sentido de que aumentar la cobertura significaria un aumento en
la necesidad de recursos con € consecuente incremento de costes en € sSistema.  Edta
conflictividad se resuelve utilizando métodos de Programacion Multicriterio o multiobjetiva,
presentados en € capitulo quinto de este libro.

Finamente, en la PL se considera que los parametros utilizados en la construccion del modelo
se conocen con exactitud, o en términos mas técnicos, son deterministicos. Sin embargo,
existen situaciones en las que uno 0 mas parametros tienen un componente estocastico, 0 en
palabras menos técnicas, tienen una variabilidad (que en algunos casos puede ser representada
por una distribucion estadistica). Si esto acontece, la PL ya no es un buen instrumento para la
obtencion de soluciones. Es necesario utilizar técnicas de Programacion Estocastica, que
guedan fuera del alcance de estelibro.

! Por continuas se entiende que pueden tomar valores fraccionados
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1.3 Formulacién de M odelos

En esta seccién se presentan agunos gemplos de los problemas con los cudes se puede
encontrar una organizacion y como la programacion lineal puede expresarlos matematicamente.

1.3.1 Un Problema de asignacion de personal

El hospital Optsalud ha decidido ampliar su servicio de urgencias (abierto las 24 horas) con la
consiguiente necesidad de nuevo personal de enfermeria. La gerencia del hospital ha estimado
las necesidades minimas de personal por tramos horarios para poder cubrir las urgencias que se
presenten. Se definieron 6 tramos de 4 horas. La necesidad minima de personal en cada tramo
seindicaen e Cuadro 1.1. Por otro lado, € departamento de recursos humanos ha informado a
gerencia que los contratos laborales han de ser de ocho horas seguidas, segin € Convenio
firmado con los sindicatos, independientemente de los horarios de entrada y salida del personal.
El problema es encontrar € nlmero minimo de personal necesario para cubrir la demanda.

Cuadro 1.1: Necesidades de persona por tramos horarios

TramosHorarios
J 1 2 3 4 5 6
0:00-4:00 4:00-8:00 8:00-12:00 | 12:00-16:00 | 16:00-20:00 | 20:00-24:00

Personal
N; 9 5 3 7 5 6

Formulacién del problema:

En primer lugar, se tienen que definir las variables del modelo que queremos desarrollar. Como
hemos de controlar en ndmero de persona en cada turno, definimos X; como la cantided de
personal que entra a trabagjar en € turno j, en donde j=1,...,6. ES decir, hay una variable para
cada turno.

Las restricciones del modelo tienen que reflgar 1a necesidad de que la cantidad de personal que
entren en € periodo j méas & nlmero de personas que entraron a trabagjar en € turno j-1 sean
suficientes para cubrir las necesidades del turno j (N;). Esta situacion queda reflejada en e
Cuadro 1.2. En estatabla, un trabagjador que entra a trabgjar, por gjemplo, a las 4:00, trabajara
en los turnos 2 y 3, y por tanto, contribuira a cubrir las necesidades de estos dos turnos. En
otras paabras, € turno j estard siendo atendido por X.1 y X;. En consecuencia, tendremos que
X1 + X (el personal que trabgja durante el turno j) tiene que ser, como minimo, igua a N;, que
es e nimero minimo de persona de enfermeria necesario para este turno. En términos
matematicos la restriccion esla siguiente:;

X+ X 0N
Habra una restriccién para cada horario de entrada.
El objetivo de la gerencia consiste en la minimizacién del nimero total de persona de
enfermeria necesario para cubrir las necesidades diarias. Este nimero seraigua a X; +X; +X3

+Xs +Xs +Xs que representa la suma del niUmero de persona que entra en cada periodo.
Finamente, & modelo matematico es € siguiente:

12



6
mnz=3 X,

j=1

Sujeto a:

Xe+ X, 09
X1+ X005
Xo+ X303
Xs+ X, 07
X4+ XsO5
Xs+ Xg 0 6
X 00, j=1,.6

Cuadro 1.2: Necesidades de persond

TramosHorarios
1 2 3 4 5 6
0:00-4:00 4:00-8:00 8:00-12:00 | 12:00-16:00 | 16:00-20:00 | 20:00-24:00
0:00 Xy X1
4:00 X, X,
8:00 X3 X3
12:00 Xa X4
16:00 X5 Xz
20:00 Xe Xe
Personal
N; 9 5 3 7 5 6

1.3.2 Un problema de asignacion de recursos

El gerente del hospital Muchsalud ha observado que algunos de sus servicios tienen capacidad
ociosa. Siguiendo una propuesta realizada por € equipo médico, esta capacidad ociosa podria
aprovecharse para introducir dos tipos nuevos de cirugia, A y B. Tanto los pacientes de tipo A
como los de tipo B tienen que pasar primero por una sala de pre-cirugiay, una vez pasado por €l
quiréfano tienen que estar en observacion en una sala postoperatoria, que no existe de momento.
El equipo médico ha estimado € tiempo medio que necesita cada paciente de tipo A y de tipo B
en cada uno de los servicios pre-quirdrgico (PQ), quirdrgico (QIl) y postoperatorio (PO). La
experiencia en un hospital similar muestra que por cada tres pacientes de tipo A que llegan al
hospital como minimo llega uno de tipo B. Por otra parte, se ha estimado el coste de cada
paciente en los diferentes servicios. El Cuadro 2.3 muestra los datos del problema, teniendo en
cuenta que la capacidad ociosa es en horas mensualesy € coste por paciente en [J.

13



Cuadro 2.3: Estimaciones horarias delas cirugias A y B

Horas Necesarias Capacidad
de Cirugia Ociosa
A B
Sala PQ 1 3 144
Sala QI 3 2 162
Sala PO 4 2
Coste 13 18

Como d servicio postoperatorio (PO) alln no existe, € gerente argumenta que para justificar su
creacion tiene que utilizarse durante un minimo de 135 horas al mes. Por otra parte, €
presupuesto mensual asignado a las nuevas cirugias es de 982 0. El gerente quiere saber cua
sera el nimero maximo de pacientes que podran ser operados a mes.

Formulacion matematica del problema:

Primero definimos las variables del modelo. Sean X; y X € nimero total de pacientes por mes
que pueden ser tratados con la cirugia A y B respectivamente. A continuacion se presentan las
restricciones.

Se ha establecido que en la sala PQ se disponen de 144 horas. En otras palabras, la utilizacion
de esta sala no puede sobrepasar las 144 horas. Como cada uno de los pacientes de tipo A y de
tipo B consumen 1 hora y 3 horas en esta saa respectivamente, e nimero total de horas
mensual es consumidas en PQ paralos dos tipos seraigua a X; + 3X,. Este nimero tiene que ser
inferior oigual alas 144 horas. Larestriccién seralasiguiente:

X +3X, 0144
El mismo razonamiento puede ser utilizado para determinar € ndmero limite de horas en la sala
QIl. Como € tota de horas consumidas seraigual a 3X; + 2X,, y hay un maximo de 162 horas
disponibles, larestriccion sobre QI sera

3% + 2%, 0 162
El gerente ha determinado que, para viabilizar los nuevos tratamientos, se tiene que ocupar la
nueva sala PO durante un minimo de 135 horas a mes. Como e nimero de horas mensuales
que se utilizard en PO esigua a4X; + 2X,, tendremos que:

4X; + 2X, 0 135

La experiencia en otros hospitales muestra que, por cada 3 pacientes de tipo A, viene como
minimo un paciente de tipo B. Mateméticamente, esto se expresa como:

X3 O X,
gue es equivalente a:
X1-3X, 00
Finamente, € gasto mensual realizado en las dos cirugias no puede exceder 982 0. Como cada

paciente de tipo A y de tipo B cuesta 13 Euros y 18 Euros respectivamente, € gasto tota
mensual sera de 13X; + 18X;, cantidad que no puede exceder 982 [1, tendremos que:
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13X, + 18X, [0 982
Ahora se necesita formular € objetivo. El gerente quiere saber € nimero maximo de enfermos
detipo A y detipo B que se puede atender cada mes. Simplemente, tendremos que S Z es este
numero, e objetivo se expresara como:

MaxZ = X; + X5

En resumen, laformulacion del problema es la siguiente:

Max Z = X1 + X2
S.a
(1) X1 +3% 0144
2) 33X,  +2X, 0162
() 4%, +2X, 0135
(4) X, -3% 00
(5) 13X, +18X, [ 982
X1, X, 00

1.3.3 Un problema de transporte

El hospital Saludmuch pertenece a la Compariia de Seguros Todosalud SA. Esta sociedad tiene
un Centro de Asistencia Primaria (CAP) en n pueblos y ciudades de una region (un CAP en
cada centro urbano). Para obtener un buen funcionamiento global del servicio y poder
planificar el nimero de visitas en funcion del personal previsto en cada CAP y de su dimension,
Todosalud S.A. ha decidido organizar € servicio de tal forma que todos sus asegurados tengan
un CAP de referencia asignado, pero que sea éste € mas cercano posible a su lugar de
residencia. En laregion hay m ciudades y pueblos (sendo m mucho mayor que n) y la compafiia
sabe cuantos asegurados tiene en cada uno de ellos. Los CAP tienen una capacidad
maxima de pacientes que pueden soportar. El objetivo es asignar a los asegurados a los CAPs
minimizando €l coste o la distancia total.

Si no existiera € problema de capacidad, € modelo seria trivial, ya que bastaria asignar cada
ciudad a CAP mas cercano, obteniéndose €l coste de transporte més barato. Al tener limites en
la capacidad, puede ser que no todas las ciudades tengan asignado € centro mas cercano, ya que
esto implicaria una sobre utilizacion. Entonces, puede ser que alguna ciudad, o parte de ella
tenga asignada CAP que no es € mas cercano, en funcion de la disponibilidad o holgura del
sistema. En caso de que queramos asignar un Unico CAP a cada ciudad, se tiene que formular
un problema diferente, El Problema de Asignacion, que se describird en el Capitulo 4.

En primer lugar se definen los pardmetros necesarios para formular € modelo. Sea a € nlimero
de asegurados en el centro urbano i, i = 1,...,.m. Sea b; & nimero total de asegurados que €
CAP j puede tener asignados como méximo, j = 1,..,n. Se define ¢; como € coste de
desplazamiento entre i y j.
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Como se necesita conocer cuantas personas del centro urbano i seran asignadas al centro j, se
define la variable X;; como el niimero de personas que provienen del centro urbano i que serén
atendidas por €l CAPj.

Una vez definidos los parametros y las variables, necesitamos definir las restricciones del
modelo. En este problema hay dos tipos de restricciones. La primera viene definida por la
capacidad de atencion maxima de los CAPs. El nimero total de asegurados asignados al CAP j
no puede exceder su capacidad b;. Para un CAP determinado j, no podemos asignar las
poblacién que la que determina su capacidad maxima
X1j+ X2j+ . Xij+ . Xm,‘ O bJ

En términos mateméticos:

3 .

a X, £b j=1...,n

=1

El segundo grupo de restricciones tiene que considerar que hemos de asignar la totalidad de los
asegurados de Todosalud SA de cada centro urbano i alos CAPs existentes.

Finalmente, se tiene que formular € objetivo de minimizacion total de la distancia o coste total
del sistema. Este viene definido por:

CuXi1+ CoXpp + ... + CinXan + oo + GjXij + .o + CGreXimt t+ ... + ConXim

gue podemos re-escribir en forma compacta como:

c. X.

min Z = i Xij

Qog
Qo5

1
iy

i=1 j=1

En resumen, laformulacion completa del modelo esla siguiente:

minzzéé C; X;;
i=1 j=1

8 .

a X; £b; j=1...,n
j=1

8 .

aX;=a i=1...,m
j=1

X; 00, i=1..m j=1..n

Se tiene que observar que este problema presenta una peculiaridad que no esta en la
formulacién. Para que € problema tenga una solucion factible, € nimero total de asegurados
no puede exceder la capacidad total de los CAPs. Es decir, existe la siguiente restriccion
implicita en e modelo:
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g d
dafab,

i=1 j=1

Si esto no se verificara, € problema no tendria solucion.

1.3.4 Un problema de Programacion Financiera

La compafia de seguros Todosalud SA esta preparando su plan de inversiones para los
préximos dos afios. Actualmente, la empresa tiene 1,5 millones de euros para invertir y espera
ingresar, gracias a inversiones pasadas, un flujo de dinero al fina de los meses, 6 12 y 18
préximos. Por otra parte, la empresa quiere expandirse y tiene dos propuestas sobre la mesa.
La primera es asociarse con la empresa Sanimas SA y la segunda con la empresa Buenavida SA.
En e Cuadro 2.4 es muestra e flujo de cgja de Todosalud SA s entrara con un 100% en cada
uno de los proyectos.

Cuadro 2.4: Flujo de Cgjade Todosalud SA (miles de [)
Inicial 6meses | 12meses | 18 meses | 24 meses
I nver siones Pasadas 500 400 380
Sanimas SA -1.000 -700 1.800 400 600
Buenavida SA -800 500 -200 -700 2.000

Debido a actual nivel de endeudamiento, a Todosalud SA no se le permite pedir préstamos.
Pero s que puede, a cada seis meses, invertir sus fondos excedentes (es decir, aquellos que no
ha invertido en ninglin proyecto) en un fondo que le daria un 7% cada seis meses. Por otro lado,
Todosalud SA puede participar en cada uno de los proyectos con un nivel inferior a 100% v,
consecuentemente, e flujo de caja se reducira en la misma proporcién. Es decir, que s decide
entrar por gemplo con € 50% en & proyecto de Buenavida, € flujo correspondiente también se
reducira en la misma proporcion. El problema que se plantea Todosalud SA es cuanto invertir
en cada proyecto para maximizar el dinero en efectivo que tendra la empresa en dos afios.

Formulacion matematica del problema:

Siguiendo nuestro esquema habitual, una vez el problema ha sido identificado y los parametros
del modelo han sido definidos, se tienen que definir las variables. Sea X; € porcentgje de
participacion en € proyecto Sanimas y X, € porcentge de participacion en € proyecto
BuenavidaSA (00 X; O 1, 00 X, O 1). Por otro lado, sean S, Ss, Si2 ¥ Sis € dinero que se
depositara en el fondo en los periodos 0, 6 12 y 18 respectivamente.

Para formular las restricciones del modelo se utilizara un razonamiento secuencial. La empresa
dispone de 1,5 millones de pesetas hoy (periodo 0) y las quiere gastar considerando las opciones
siguientes:

1. participar en e proyecto Sanimas, que implicaria desembolsar 1.000.000X; pesetas en €
periodo 0;

2. participar en e proyecto Bonavida, teniendo que gastar 800.000Xy;

3. depositar € dinero d 7%

Estas opciones no son excluyentes entre ellas. Por lo tanto, se tiene que cumplir la siguiente
ecuacion de equilibrio:
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1.500 = 1.000X; + 800X; + &§

Al cabo de seis meses, la empresa ingresara 500.000 ptas. gracias a inversiones realizadas
anteriormente. También & dinero depositado en & fondo en € periodo anterior estara a
disposicion junto con los intereses. & + 0,07, . Por otra parte, € proyecto Buenavida dard una
entrada de dinero igual a 500.000X,. Con este dinero tendra que hacer frente al compromiso
adquirido con Sanimas, 700.000X;, y depositar lo que quede a 7% una vez mas.
Mateméticamente:

500 + 500Xz + 1,07 = 700X: + S

En el periodo 12, la empresa recibird 400.000 ptas. de inversiones anteriores, 1.800.000X; O del
proyecto Sanimas y € dinero del fondo junto con los intereses. Con estos ingresos tendra que
cubrir el compromiso del proyecto Buenavida, 200.000X; y depositar S, ptas. en € fondo. En
términos mateméticos:

400 + 1.800X; + 1,07Ss = 200Xz + Si2

En el periodo 18, los ingresos que tendra la empresa vendran de inversiones anteriores (380.000
), del proyecto Sanimas (400.000X,) y del deposito realizado en € periodo anterior incluyendo
los intereses (1,07 Si» ). Con este dinero tendra que realizar un gasto de 700.000 X, en €
proyecto Buenaviday € resto puede volver a ponerlo en e fondo (Sis). Es decir:

380 + 400X, + 1,075, = 700X; + Sig

Finamente, al cabo de dos afios (periodo 24), la empresa tendra Unicamente ingresos y no
tendra ninglin gasto. Los ingresos provienen de los dos proyectos (600.000 X; + 2.000.000 X5)
y del dinero depositado en € periodo anterior, 1,07 S;s. S se define Z como los ingresos
realizados en €l periodo 24 en miles de [, tendremos que:

Z =600X; + 2.000X; + 1,07S;5
que no es mas que €l objetivo del problema: Maximizar los ingresos a cabo de dos afios.

Finamente, como solo se puede invertir un maximo de 100% en cada proyecto, las variables X;
y Xz no pueden exceder launidad. Por lo tanto, hay que afiadir las restricciones siguientes:

X:01
X 01

En resumen, reordenando los términos tendremos que & programa lineal se escribe de la forma
siguiente:

Max Z = 600X; + 2.000X; + 1,07S;5

sa
1000X%, 800X, + S = 1.500
700X, -500Xz -1,07S + S = 500
-1.800X; 200X, -1,07S + S, = 400
-400X%, 700X> -1,07S, +Sg = 380
Xy 0o 1
X 0o 1

X1, X2, So, Sy S12, S8 0
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1.4 Tres gemplos de Aplicacion de la Investigacion Operativa en e Ambito
Sanitario

1.4.1 Planificacién y asignacion de recursos en un sistema de salud mental®

El organismo responsable del sistema de salud mental de un pais, region o ciudad tiene, entre
otras, la responsabilidad de planificar un programa de apoyo e integracion de enfermos
mentales de esa region, y gestionar 10s recursos y servicios de tratamiento para este grupo de
enfermos. Este ha sido el tema principal del trabajo desarrollado por H. Stephen Leff, Magbool
Dada y Stephen C. Graves (1986) que se ofrece a continuacién. En este estudio se presenta un
modelo genera para la representacion del problema de planificacion y asignacion de recursos
de un sistema de salud mental, basado en técnicas cuantitativas tales como € relativo a cadenas
de Markov y a la programacion lineal y linea entera. Este modelo es utilizado como una
herramienta de ayuda a la decisién para los responsables del sistema de salud mental,
permitiendo hacer un uso maés efectivo de los recursos, simular escenarios futuros y dar
respuesta a preguntas del tipo “¢qué pasaria si...?". Su implementacion se ha realizado a través
de los Sistemas de Apoyo Comunitario (Community Support Systems), responsables del
Sistema de Salud Mental, en los Estados Unidos.

Las principales respuestas del model o se dirigen a la planificacion y asignacion de recursos a lo
largo del tiempo y a la asignacion de servicios a categorias de enfermos, respetando la cantidad
de recursos disponible y que cada enfermo reciba un tratamiento adecuado a su categoria.
Ademés, e modelo permite hacer un seguimiento y evaluacién del programa.

La construccién del modelo multi-periodo tiene tres fases:

1. Definir las categorias de enfermos. Se pretende obtener una clasificacion de los enfermos
en funcion de sus necesidades y de su respuesta a determinado tratamiento.

2. Definir un conjunto de servicios. Obtener una lista de servicios de acuerdo con las
necesidades de los enfermos y con la disponibilidad de los recursos, basada en la
experienciay conocimientos médicos.

3. Planificar y asignar los recursos. El objetivo es asignar los conjuntos de servicios a las
distintas categorias de enfermos a lo largo del tiempo, usando solamente los recursos
disponibles en cada periodo y minimizando (o maximizando) un determinado objetivo.

La metodol ogia usada en la primera fase se basa en técnicas estadisticas, para la recogida de
datos y la determinacion del historial del enfermo. Las categorias de los enfermos se definen en
base a la experienciay conocimientos médicos. A lo largo del tiempo, los enfermos pueden sdlir
del sistema, nuevos enfermos pueden entrar, y también los enfermos pueden cambiar de
categoria como repuesta positiva 0 negativa a un tratamiento. Las cadenas de Markov son una
técnica estadistica muy estudiada que permite la representacion de estos cambios por medio de
las probabilidades de transicion. La segunda fase, se hara con base a la experiencia y
conocimientos médicos.

En la tercera fase, relativa a la planificacion y asignacion de recursos, la metodologia usada se
basa en técnicas de programacion linea y programacion lineal entera. La técnica cuantitativa de
programacion lineal es una de las mas usadas para la asignacion Optima de recursos en una
organizacion. El problema se formula como un modelo multi-periodo de programacién lineal,

2 H. Stephen Leff, Magbool Daday Stephen C. Graves (1986), An LP planning model for amental health
community support system, Management Science, 32, no.2, 139-155.
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definiendo la funcion objetivo de minimizacion (o maximizacion); por gemplo, minimizar €
nimero de enfermos en determinadas categorias a final del horizonte temporal, construyendo
las restricciones relativas a la disponibilidad de los recursos y garantias de que todos los
enfermos tengan tratamiento. El paso siguiente es la resolucion del problema mediante un
programa informético para la obtencion de la solucion éptima. También se pueden simular
diferentes escenarios cambiando las restricciones y/o la funcién objetivo en € modelo multi-
periodo.

En € estudio comentado, los autores citan que muchos responsables de sistemas de salud han
usado este modelo con éxito en la toma de decisiones estratégicas y en la definicion de politicas
relacionadas con la planificacion y asignacion de recursos en un sistema de salud. Por gemplo,
con este tipo de modelos se pueden obtener distintos escenarios variando € presupuesto y
estudiar € impacto de estos cambios, sabiendo que para cada presupuesto se hace @ meor uso
de los recursos disponibles, o analizar las consecuencias de abrir nuevos servicios. Con esta
herramienta de ayuda a la decision, las decisiones son basadas en la mejor asignacion posible de
los recursos disponibles, usando técnicas cuantitativas y simulacién de escenarios, y no simples
decisiones subjetivas.

1.4.2 Programacion de Servicios de Salud a Domicilio®

En la actuaidad, existen diversas organizaciones que ofrecen servicios de salud en e domicilio
de los pacientes, tades como servicios de enfermeria. El principa objetivo de estas
organizaciones es hacer un uso eficiente de sus recursos para mejorar la calidad del servicio e
incrementar la productividad, pero a mismo tiempo reduciendo costes. El principal recurso de
estos servicios de sdud es € persona de enfermeria que se desplaza a domicilio de los
pacientes. De este modo, uno de sus principales problemas es hacer la programacion semanal y
diaria de las visitas de cada enfermera disponible a domicilio de los pacientes y determinar e
orden de las visitas, minimizando costes y garantizando una determinada calidad de servicio.

Begur, Miller & Weaver (1997) presentan un sistema de ayuda a la decision para la
programacion semanal y diaria de las visitas de persona de enfermeria a pacientes en su propio
domicilio. El proyecto ha sido redlizado por la Universidad de Alabama, EEUU, vy por la
“Visiting Nurses Association” que esta usando € sistema. En los Estados Unidos existen mas
de 10.000 organizaciones que ofrecen servicios de enfermeria o salud en general a domicilio, y
siendo su tendencia la de crecer en el futuro préximo.

El sistema de ayuda a la decisiéon tiene las siguientes componentes. una base de datos, un
sistema de informacion geografico, un sistema de programacion semana y diario de visitas, y
un sistema de "interface” visual.

El sistema de bases de datos incorpora todos los datos relativos a personal, los enfermos, las
visitas redlizadas y a redlizar, y un andlisis de productividad. En algunos casos, también se ha
incorporado una conexién a sistema informatico de contabilidad de la organizacion. La
informacion obtenida en este sistema sirve de base para € sistema de programacion y de
interface visual.

Una de caracteristicas que mas facilitan e uso de todo € sistema es la incorporacion de un
Sistema de Informacion Geogréfica (SIG). El software escogido es e MAPINFO. Este sistema
permite visualizar la programacion del personal en global o en particular para cada categoria de

3 S.V. Begur, D.M. Miller and J.R. Weaver (1997), A Integral Spacial DSS for Scheduling and Routing
Home-Health-Care Nurses, Interfaces, 27: 4, 35-48.
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profesionales, mediante mapas digitalizados de la region. Ademas, la modificacién de los
planes se torna muy sencillay fécil de hacer.

El problema de programacion semana y diario de las visitas se resuelve mediante técnicas
cuantitativas de optimizacién combinatoria, conocidas como heuristicas. Estas técnicas
permiten obtener € orden de visitas y e horario para cada enfermero, minimizando los costes
de vigie, 0 sea de trabgjo no productivo, y garantizando que se respeta e horario de trabgjo de
los enfermeros y los requisitos especiales de cada paciente, en términos de tiempo y servicio de
enfermeria adecuado. La heuristica implementada se basa en una adaptacién al problema
especifico de la conocida heuristica de Clark & Wright para problemas de ruteo de vehiculos.

Finamente, € sistema de interface visual permite a usuario ver la programacién diaria en un
mapa, y también otro tipo de informacién como, por gemplo, el orden de las visitas a redizar
en determinado dia para cada enfermeralo, € horario de las visitas y su carga horaria total.
También permite a usuario modificar la programacién de una forma muy facil y sencilla, y
hacer andlisis de distintos escenarios.

El sistema de ayuda a la decision para la programacion de las visitas ha sido adoptado por la
“Visiting Nurses Association” y otras ingtituciones, y ha substituido la programacion manual
que era la herramienta mas usada hasta ese momento. Para utilizar este sistema se necesita un
PC lo que permite hacer la programacién en muy poco tiempo, de una forma consistente y
fiable, y ahorrando tiempo de personal cudificado en la preparacién de los planes. Las
soluciones iniciales obtenidas por € sistema reducen de forma significativa los tiempos de
vigie. El sistema de informacion geogréfica y € interfase gréfico han permitido una fécil
aceptacion y aprendizaje del uso dd sistema. Ademas, permite a usuario hacer andlisis de
diferentes escenarios, cambiando la solucion inicialmente propuesta por € sistema. Otra
prestacion del sistema es la obtencién de la documentacién de cada enfermero, indicando para
cada uno e orden de las visitas, horario y mapas con la ubicacion de los domicilios a visitar,
ahorrando de este modo la pérdida de tiempo en la bisqueda de los domicilios de los pacientes.
Los autores calculan que para un escenario con 7 enfermeros y 40 visitas por dia, se ahorra con
este sistema cerca de 20.000 délares a afio en costes de vigjes, de personal y preparacion de la
documentacion.

1.4.3 Fabricacién de Vavulas Cardiacas®

En el laboratorio American Edwards fabricaron en 1981 una nueva vavula cardiaca biolégica
para ser utilizada en seres humanos. Las vévulas se fabricaban utilizando corazones de cerdo
comprados a varios distribuidores. Como no siempre las valvulas cardiacas de cerdo compradas
tenian & mismo tamafio que las valvulas humanas, la empresa tenia dificultades para mantener
un stock suficiente para poder satisfacer la demanda (a veces recibia un envio de corazones de
cerdo que era inservible). Sid Hila y Warren Erikson desarrollaron un programa linea para
seleccionar la combinacion de proveedores que se acercaria mas a la medida correcta de las
véavulas cardiacas humanas. Resultado: una reduccion de stock valorada en 1,9 millones de
ddlaresy ahorros anuales de 1,5 millones de dolares.

En € laboratorio American Edwards, la disponibilidad del producto era de una importancia
capital y la politica del a empresa descartaba € uso de cuaquier método tradiciona de gestion
de stock para controlar € margen de seguridad de la vavulas cardiacas dmacenadas. El
objetivo de la empresa era siempre tener € volumen de demanda de seis a doce meses en stock
de seguridad. Conseguir este objetivo era dificil porque no podian comprar las vavulas con

* S, Hila y W. Erikson (1981): “Matching supplies to save lives: Linear Programming and the Prodution
of Heart Valves’. Interfaces 11(6), 48-56.
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medidas especificas. Se desconocia la medida de una valvula dentro de una carga hasta que no
se procesaba todo en envio en el laboratorio. El resultado es que a veces la carga erainservible.

El estudio realizado por Hilal y Erikson mostré que la mayoria de los distribuidores entregaban
los corazones de cerdo con una distribucion del tamafio de las valvulas bastante estables. Estas
distribuciones se utilizaron dentro de un programa lineal para seleccionar la megjor combinacién
de distribuidores. La mejor manera de explicar é modelo es utilizando un ejemplo simple.
Supongamos que la compafiia compra a dos proveedores A y B y en su pedido se pueden
encontrar tres tamafios de vélvulas 1,2 y3. Los datos histéricos muestran que los envios del
proveedor A tienen un 30% de medida 1, un 50% de medida 2 y un 20% de medida 3. La
distribucion del proveedor B es 10%, 60% y 30% respectivamente. Supongamos que |os costes
totales de compra y manipulacion para las medidas 1, 2 y 3 son 10, 14 y 12 ddlares

respectivamente.

El valor esperado del coste de una vavula del proveedor A es 0,3(10)+0,5(14)+0,2(12)=12,4.
El coste esperado para el proveedor B es 0,1(10)+0,6(14)+0,3(12)=13. El objetivo del programa
lineal es:

MinZ=12,4A + 13B

en donde A y B representan la cantidad de corazones comprados a cada proveedor. S la
demanda para los tres tamafios es igual a 100, 300 y 250 unidades, las restricciones seran:

0,3A +0,1B 0O 100

0,5A +0,6B 0O 300

0,2A +0,3B 00250

El modelo real implementado por los autores tenia mas de 20 proveedores y 30 medidas de
vévulas. Pero la estructura ded modelo era basicamente igual a la de nuestro gjemplo. El
objetivo era la minimizacion de los costes de compra de los cerdos, con restricciones en €
numero de corazones de cada medida que se tenian que comprar.

El programa lineal permitié que la compafiia cumpliese la demanda comprado menos corazones

que antes. El modelo también sirvié para fijar precios, programar la produccion y andizar €
disefio de las valvulas nuevas.
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1.5 Problemas

1.1. El menu de hoy del hospital Optsalud tiene dos platos de marisco con la siguiente composicién:

Plato I: 5 langostinos, 4 gambas y una ostra
Plato 11: 3 langostinos, 3 gambasy 3 ostras.

El responsable de compras, esta mafiana ha comprado 30 langostinos, 24 gambas y 18 ostras. El coste del
plato | esde 800 y del plato Il es de 60 0. ¢Cuantos platos se deben preparar para obtener €l coste
minimo?

1.2. Una compafiia de seguros sanitarios ha decidido atender dos nuevos tipos de pacientes en sus
ambulatorios A, B y C que tienen capacidad sobrante. Las previsiones indican que pueden venir un total
de 100 pacientes de tipo 1 y 150 de tipo 2. Estos pacientes pueden ser atendidos en cualquier
ambulatorio, excepto en el ambulatorio A, en donde no pueden atender a pacientes de tipo 2 por falta de
equipos adecuados. La empresa quiere saber a cuantos pacientes podrd atender en cada uno de los
ambulatorios para minimizar los costes totales de atencion. Los costes de atencion por paciente y
ambulatorio se indican en la tabla siguiente:

Coste por Paciente Capacidad ociosa
Ambulatorio Pacientes 1 Pacientes 2 (ambos pac.)
A 26 - 80
B 28 33 50
C 24 28 120

Definir las variables y formular el problema.

1.3. El ministerio de sanidad decide hacer una campafia anti-tabaco mediante anuncios en laradio y la
television. Su presupuesto limita los gastos de publicidad a 1.000.000 ptas. por mes. Cada minuto de
anuncio en laradio cuesta 5.000 ptas. y cada minuto en la television cuesta 100.000 ptas. El ministerio
desearia utilizar la radio cuando menos dos veces més que la television. La experiencia pasada muestra
gue cada minuto de publicidad por television generara en términos generales 25 veces mas impacto que
cada minuto de publicidad por la radio. Formular € problema que determine la asignacion Optima del
presupuesto mensual para anuncios en radio y television que maximiza el impacto total.

1.4. Una compafiia de productos tecnol 6gicos médicos produce dos tipos de equipos de laparoscopia, €
ASTRO y e COSMO. Hay dos lineas de produccion, una para cada tipo de aparato, y dos departamentos
gue intervienen en la produccion de cada aparato. La capacidad de la linea de produccién ASTRO es de
90 equipos diarios y la de la linea COSMO es de 60. En €l departamento A se fabrican los cinescopios.
En este departamento los aparatos ASTRO requieren 1 hora de trabgo y los COSMO, 2 horas.
Actualmente, en € departamento A se puede asignar un maximo de 120 horas de trabajo por dia a la
produccion de ambos tipos de aparato. En €l departamento B se construye el chasis. En este departamento
los ASTRO requieren 2 horas de trabgjo y los COSMOs 1 hora. En la actualidad se puede asignar un
maximo de 180 horas de trabgjo diario a departamento B para la produccion de ambos tipos de
laparoscopios. La utilidad por aparato es de 20 y 15 [, respectivamente, por cada aparato ASTRO y
COSMO.

Si la compafiia puede vender todos los aparatos que se produzcan, ¢cual debe ser € plan de produccion
diaria de cada aparato?

1.5. Una compafiia de motores tiene tres plantas y tres almacenes. Las plantas pueden producir por dia 10,
80 y 15 motores respectivamente. Y las necesidades de los almacenes para mafiana son: 75, 20 y 50 para
el amacén 1, 2 y 3 respectivamente. En la tabla siguiente se indican todos los costos de transporte por
motor para cada combinacion plantaalmacén La compafiia desea determinar cuantas motores debe
transportar mafiana de cada planta a cada almacén minimizando los costos.
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Costo de embarque por motor:

Almacén
Planta 1 2 3
1 5 1 7
2 6 4 6
3 3 2 5

1.6. Un laboratorio farmacéutico produce en sus laboratorios los medicamentos Gramax (G), Neutrolin
(N) y Sabatox (S) a partir de dos tipos diferentes de ingredientes C, y C,. Los laboratorios estan dotados
de dos tipos de tecnologias, la tecnologia nueva (Tn) utiliza por cada sesién de mezcla 7 unidades de C; y
12 de G, para producir 8 unidades de G, 6 de N y 5 de S, mientras que con la tecnologia antigua (Ta) se
obtiene en cada sesion de mezclas 10 unidades de G, 7 de N y 4 de S, con un gasto de 10 unidadesde C, y
8 de C,. Teniendo en cuenta los estudios de demanda de los tres productos para el mes préximo, la
compariia estima que debe producir a menos 900 unidades de G, 300 de N y entre 800 y 1700 de S. La
disponibilidad del ingrediente C; es de 1400 unidades y de C, de 2000 unidades. Los beneficios por
unidad producida de los tres productos en unidades monetarios son 4, 6 y 7 por unidad del producto G, N
y S respectivamente. El problema que se plantea es, como utilizar ambos los procesos de mezcla y los
medicamentos disponibles, para que € beneficio sealo mayor posible.

1.7. Una fabrica produce tejido para vendas y tiritas de 500 metros de longitud y 1 metro de ancho. Se ha
estimado que la demanda para € mes préximo es de (todas bobinas de 500 metros):

500 bobinas de 20 cm de ancho
400 bobinas de 30cm de ancho
250 bobinas de 40 cm de ancho
300 bobinas de 70cm de ancho

El fabricante debe cortar las bobinas de 1 metro de acuerdo con e ancho de las peticiones para satisfacer
la demanda, pero también desea que €l corte sea tal que el nimero de bobinas que fabrique (de 1 metro)
seaminimo (con el objeto de que la produccion de papel seaminimay asi el gasto que este produce).

1.8. El hospital Optsalud ha comprado tres méaquinas nuevas de diferentes tipos. Existen cuatro lugares
dentro de la planta de quiréfanos en donde se podria instalar cada una de estas maquinas. Algunos de
ellos son méas adecuados que otros para una magquina en particular por su cercania a las mesas de cirugia
que tendrian un flujo intenso de trabajo hacia estas maquinas y desde €ellas. Por lo tanto el objetivo es
asignar las nuevas méaquinas a los lugares disponibles de manera que se minimice el costo total del
manejo de materiaes. En la tabla siguiente se proporciona e coste estimado por unidad de tiempo del
manejo de los materiales en cuestion con cada una de las méaguinas en los sitios respectivos. El lugar 2 no
se considera adecuado parala méaguina 2. No habra flujo de trabajo entre las nuevas maguinas.

Coste estimado por unidad de tiempo

Ubicacién
1 2 3 4
0 1|13 16 12 11
S | 2|15 - 13 20
&
s | 3|5 7 10 6

1.9. EQUISA produce dos lineas de equipo pesado. Una de estas lineas de productos (llamada equipo para
remocion de escombros) se destina esencialmente a aplicaciones de construccion. La otra linea (Ilamada
equipos forestales) esta destinada a la industria maderera. EI miembro méas grande de la linea de equipos
para remover escombro (el E-9) y & miembro mayor de equipos forestales (el F-9) se producen en €l
mismo departamento y con & mismo equipo. Haciendo uso de las predicciones econdmicas para €
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proximo mes, e director de marketing de EQUISA juzga que durante ese periodo sera posible vender
todos los E-9 y F-9 que la empresa pueda producir. La administracion debe ahora recomendar una meta
de produccién para el préximo mes.

En la toma de decisién, los principales factores a considerar sol los siguientes: EQUISA tendra una
utilidad de 18 M.O por cada E-9 que se venda y de 6 M. O por cada F-9. Cada producto pasa por
operaciones mecanicas tanto en el departamento A como en el departamento B. Para la produccion del
préoximo mes, estos dos departamentos tienen disponibles 800 y 142 horas, respectivamente. Cada E-9
consume 42,8 horas de operacion mecanica en € departamento A y 20 horas en € departamento B,
mientras que cada F-9 consume 100 horas en el departamento A y 6 horas en € departamento B.

Con €l objetivo de cumplir un compromiso con d Sindicato del sector, €l total de horas de trabajo que se
dedicaran a la verificacion de los productos acabados del préximo mes no puede ser menor en 10% a una
meta establecida de 150 horas. Esta verificacion se realiza en un tercer departamento que no tiene relacion
con las actividades de los otros departamentos A y B. Cada E-9 requiere 30 horas de comprobacion y
cada F-9, 10 horas. Puesto que € 10% de 150 horas es 15, €l total de horas de trabajo destinadas a la
verificacién no puede ser de menos de 135.

Con €l objetivo de mantener su posicion actual en el mercado, la alta gerencia ha decretado es necesario
construir al menos un F-9 por cada 3 E-9s. Un consumidor importante ha ordenado un total de por lo
menos 4 unidades (en cualquier combinacion de E-9 y F-9) para el préximo mes, asi es que por lo menos
debe producirse esta cantidad.

Dadas las consideraciones, €l problema del director de produccién es determinar € plan éptimo de
produccion.

1.10. Laclinica Coratac ofrece cuatro tipos de servicios: cirugia plastica, dermatologia, cirugia ortopédica
y neurocirugia. Después de examinar los archivos contables se ha calculado que cada paciente, en cada
una de las especialidades, contribuye al beneficio de la clinica de la manera siguiente: plastica, 100;
dermatologia, 200; ortopedia, 150; y neurocirugia, 180. Los médicos estan convencidos de que €l
nimero de pacientes de cada especialidad que se atienden semanalmente no es el adecuado. La clinica
quiere saber cua seria e volumen semana éptimo de pacientes en cada especialidad teniendo en cuenta
los recursos de la clinica.

Horas necesarias por paciente

Especialidad Laborat. Rayos X Terapia Cirugia M édicos
Plastica 5 2 1 4 10
Dermatologia 5 8 10 8 14
Ortopedia 2 1 0 16 8
Neurocirugia 4 5 8 10 12
Horas
Disponibles 200 140 110 240 320
Semanales

La clinica no tiene ningin problema con la demanda de sus servicios y tiene acceso a tantos pacientes
como quiera. Adicionalmente, ha decidido que limitara sus servicios de pléstica y ortopedia combinados
aun maximo de 120 pacientes. Formular € problema.

1.11. El laboratorio MacAsp prepara dos tipos de medicinas para € dolor de cabeza: e fantastico
Resacon y e magnifico Jaquecon. Los dos se venden en forma de jarabe en frascos de 100mg y se
obtienen mezclando é&cido acetil-salicilico (A) y paracetamol (P). El laboratorio se permite una cierta
flexibilidad en las formulas de estos productos. De hecho, las restricciones son: (1) €l Resacdn tiene que
tener un méaximo de 75% de A; (2) € Jaguecdn ha de tener un minimo de 25% de A y un minimo de 50%
de P. El departamento comercial piensa poder vender como maximo 400 frascos de Resacon y 300 de
Jaquecdn. El precio de venta es de 150 ptas. por un frasco de Resacén y de 200 ptas. por un de Jaquecon.
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Los costes de los componentes son: 80 ptas. Por 100 mg de A y 120 ptas. por 100 mg de P. El
laboratorio quiere maximizar e ingreso neto por venta. Formular el problema.

1.12. La red de hospitales Salutmolt ha detectado que podria atender a més pacientes y ha decidido
ampliar sus servicios con tres nuevas especialidades X, Y y Z en tres hospitales A, B y C. Los beneficios
esperados por paciente en cada especialidad X, Y y Z son 420, 360 y 300 euros respectivamente. Los
hospitales tienen capacidad de recursos humanos para atender 700, 800 y 450 pacientes
independientemente de la especialidad. Un problema grave para el hospital es € nimero de horas
disponibles de quiréfano. Actualmente, se ha calculado que la capacidad ociosa es de 13, 12 y 5 horas de
quiréfano por diaen A, B y C y cada especialidad necesita un maximo de 2, 1,5y 1,2 horas por las
cirugias X, Y y Z respectivamente.

Para poder mantener una carga equilibrada de atencion entre los diferentes hospitales, la gerencia ha
decidido que la cantidad de pacientes asignados a cada hospital utilice e mismo porcentaje de capacidad
adicional disponible. El gerente quiere saber cuantos pacientes podran ser atendidos en cada hospital.

Formular € problema de decisién.

1.13. El departamento de finanzas de la mutua Hospimas ha decidido invertir 10 millones en fondos de
inversion y ha considerado 20 fondos diferentes, cada uno de €ellos con tipo de interés anual esperado
diferente r;, i = 1,...,20. Es decir, si la mutua pone x ptas., recibira al cabo de un afio x(1+ r;). Para
mantener un equilibrio en lainversion y diversificar € riesgo, la mutua ha adoptado las siguientes reglas:

1. Noinvertir més de dos millones en un fondo Unico
2. Si pone dinero en un fondo, lo tiene que hacer con un minimo de 0,5 millones de ptas.

El objetivo es la maximizacion del rendimiento anual esperado. Formular el problema definiendo las
variables de decision.

1.14. Una compafiia de fabricacion de envases opera una laminadora y dos impresoras. La laminadora
fabrica tres tipos de envases de aluminio, que se procesan en su taller de maquinado antes de enviarse a
las impresoras. Los envases procesados utilizan las impresoras para manufacturar diversos envases (latas)
de bebidas.

Al inicio de cada trimestre, la empresa prevé sus necesidades de envases y las someten a la consideracion
de la laminadora. Después, el gerente de la laminadora traza un plan de produccion que esta restringido
fundamentalmente por la capacidad de procesamiento del taller. En caso de fata de materia prima, se
realiza la compra a otra empresa a un precio muy elevado. Una comparacién entre el coste por envase
cuando se fabrica en la laminadora y su precio de compra en € exterior figura en la tabla que sigue. Sin
embargo, la administracion sefiala que esta escasez no es frecuente, y se puede determinar que ocurrira
més 0 menos el 5% de las veces.

Costeinterno
Envases de fabricacion Precio de compra
(mil unidades) (por mil unidades)
Q) Q)
1 90 108
2 130 145
3 180 194
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Los tiempos de proceso en las cuatro maquinas herramienta del taller de laminacion son:

Horas
Tipo de Tiempo de proceso NUmerode | disponibles
maquina Méquinas | por maquina
Envase 1 Envase 2 Envase 3 y por mes
1 1 5 7 10 320
2 0 4 6 8 310
3 6 3 0 9 300
4 3 6 9 5 310

La demanda de envases de las dos laminadoras en los tres meses siguientes es como se aprecia en la tabla
siguiente.

Demanda en nimer o de envases (miles de unidades)
Mes Laminadora 1 Laminadora 2
Envase 1 Envase2 |Envase3 Envases1l |Envases2 |Envases3
1 50 20 40 20 10 0
2 0 30 50 30 20 20
3 10 0 30 0 40 20

Elabore un programa de produccién para € taller de procesamiento.

1.15. Un empresa farmacéutica tiene m laboratorios. Todos los laboratorios producen € mismo
medicamento. La gerencia quiere planificar la produccién para los proximos T trimestres. En cada
periodo t, cada laboratorio tiene una capacidad de produccion igual ali', i = 1,...,m. Lacompafiia envia el
medicamento a n almacenes de distribucién. Para poder atender la demanda, los requisitos minimos de
stock en cada almacén j y en cada periodo t son igualesar;'. Para cada laboratorio, amacén y periodo, la
empresa quiere determinar las variables siguientes:

X' = cantidad producida en i y enviada alos almacenes en e periodo t.

S' = cantidad producidaen i y aimacenada en € propio laboratorio en el periodo t.
Z;;* = cantidad transportada del laboratorio i al almacén j en el periodo t.

W' = cantidad almacenada en el amacén j al final del periodo t.

La empresa quiere que, para la suma de todos los periodos, la produccion total conjunta de los
laboratorios 1, 2 y 4 no sea superior a la produccion conjunta de los laboratorios 3, 5y 6. A causa del
limite en la capacidad de stock de los laboratorios, no se pueden almacenar mas de s medicamentos en
cada periodo. Los costes de produccién unitarios de los medicamentos son iguales a p;.  Los costes de
amacenaje de un medicamento en & laboratorio i a final del periodot es k' y € coste de amacengje al
final del periodo t es h/'. El coste de transporte por medicamento es igua a c;; entre el laboratorio i y el
almacén j (suponer que € tiempo de transporte es virtuadmente O comparado con la duracién de un
trimestre o, en otras palabras, 10 que sale en € periodo t llega siempre en el mismo periodo t).

Disefiar un programa de planificacion de la produccion y stock de las fébricas y de stocks de almacenes
que minimice el coste total de produccién y transporte.
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2 Programacion Lineal |11: Mé&odosde
Resolucion

Hasta ahora hemos formulado mateméticamente algunos problemas de gestion y administracion
de recursos y de dinero. Pero un modelo matematico de decision, por muy bien formulado que
esté, no srve de nada sno podemos encontrar una solucion satisfactoria.  Una de las
caracteristicas de la programacion lineal es que, gracias a sus propiedades matemdticas, se
consigue la solucion dptima sin muchas dificultades. En esta seccion examinaremos en primer
lugar el método gréfico, un sistema limitado a problemas con dos variables, y a continuacion €l
método Simplex, € agoritmo méas comin para solucionar problemas linedes con muchas
variablesy restricciones.

2.1 El método grafico

Este método es muy simple de utilizar, pero solo puede ser aplicado a problemas con dos
variables. Por otro lado, es muy (til para entender las propiedades mateméticas de la
programacion lineal. Consideremos el problema lineal siguiente, correspondiente €l problema
de asignacion de recursos del apartado 1.2, sin la restriccién del los recursos necesarios
minimos en la sala post-operatoria (PO) y sin larestriccion de la demanda:

Max Z = X1+ X
sa
X1 +3X; 0144 Recursos de sala PQ
33Xy +2X; 0162 Recursos del QI
13X, + 18X, 00982 Presupuesto
X, X 00

En primer lugar, se dibuja en un gréfico cartesiano las restricciones del modelo pero con signo
deigualdad. Como se puede observar en lafigura 2.1, larecta X; + 3X; = 144 separa el plano en
dos semiplanos. Los puntos que corresponden a semiplano S; cumplen la restriccion 2X; + 3X;
0 144. Es decir, este semiplano contiene todas las combinaciones de X; y Xo que satisfacen la
restriccion. Si dibujamos todas las restricciones y sus semiplanos correspondientes
encontraremos que la region que forma la interseccion de todos los semiplanos incluye todas las
combinaciones de X; y X, que satisfacen todas las restricciones del modelo. Esta regiéon se
presenta en la figura 2.2 (el area entre los puntos A, B, C, D y E) y se conoce como la region
factible 0 espacio de soluciones y es un conjunto convexo’. Cualquier problema de
optimizacién con restricciones lineales tiene una region factible convexa. Cualquier solucion de
la regién factible es conocida como Solucién factible. S la region esta vacia no existen
soluciones factibles (ver €l gemplo delafigura 2.4).

Ahora se tiene que escoger la solucién factible que optimice nuestra funcion objetivo, que es Z
= Xi + X;. Obsérvese que normamente existen infinitas soluciones factibles y sera la funcién
objetivo quién escoja aquella que optimiza su valor. En la programacion lineal la funcién

® Para cualquier pareja de puntos dentro del espacio factible, € segmento de |inea que los une también se
encuentra dentro del conjunto.
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objetivo también tiene forma lineal. Se trata de determinar € valor maximo de Z que cumpla
todas las restricciones o, en otras paabras, encontrar los valores de X; y Xz, puntos dentro de la
region factible, que maximicen Z.

Figura2.1: Visualizacion de unarestriccion

X2

~_] s

X1

X1+ 3X;=144

La mecéni ca para lograr encontrar € punto 6ptimo se basa en la linealidad del objetivo. En este
gjemplo, el objetivo se puede re-escribir de laforma siguiente:

Xo=-X1+7Z

A medida que Z aumenta, la recta se desplaza paraelamente hacia fuera, ya que la pendiente es
constante (en este caso igua a -1). Se trata de encontrar € vaor de Z maximo, pero con la
condicion de que tiene que haber como minimo un punto de la recta que atraviese la region
factible. En e gréfico 2.2 esta recta se presenta para € valor de Z = 62, valor 6ptimo del
problema, en donde X; = 34 y X, = 30. Para cualquier valor de Z superior a 62, no existira
ninguna solucion factible ya que la recta correspondiente a la funcién objetivo se desplaza hacia
€l exterior, y consecuentemente no tocaria ninguna parte de la region factible. Para valores de Z
inferiores a 62, existen muchas soluciones factibles, pero ninguna de ellas es éptima
Intuitivamente se puede ver que la solucién Gptima siempre se producira en un punto extremo o
vértice, que en & gréfico no es mas que € punto de interseccion de dos 0 mas restricciones.
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Figura 2.2: Solucién gréfica del giemplo

33Xy + 2X, = 162

L Xy +3Xp=144
\

\
\\13x1 + 18X, = 982

Z=64

Xy

Més formalmente, un punto de un conjunto convexo es un punto extremo si no hay ningln par
de puntos del conjunto convexo en donde & segmento de linea que los une pase por e punto en
cuestion.

Otra forma de obtener € Optimo es cacular € vaor del objetivo en cada uno de los puntos
extremos y escoger aquel punto extremo que da el mejor valor. Este punto dara el valor dptimo.

Existen situaciones en donde no hay una Unica solucion, s no que pueden haber infinitas
soluciones, o por € contrario, no existir solucién alguna. Examinemos € primer caso con la
ayuda de lafigura 2.3. Larecta correspondiente a objetivo tiene la misma pendiente que una de
las restricciones. Es decir, que todas las combinaciones de las dos variables entre |os puntos Ay
B cumplen las restricciones y maximizan €l beneficio. Por otro lado, la figura 2.4 muestra una
situacion en donde no hay soluciones. La representacion gréfica (figura 2.4) corresponde a
programalineal siguiente:

Max Z = X1 +2X;
S.a
X1 06
X1 08
X, X 00
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Figura 2.3: Infinitas Soluciones

X2

Regién
Factihle

X1

Figura 2.4: Inexistencia de soluciones

X2

X1

El método grafico es sencillo de aplicar para encontrar la solucién dptima de un programa linea
de optimizacion, pero Unicamente cuando éste solo tiene dos variables de decision.
Desgraciadamente, la gran mayoria de problemas lineales aplicados tienen muchas mas
variables (algunos Ilegan a tener millones de ellas) y por lo tanto se hace inviable su utilizacion.
En la seccién siguiente se desarrolla un método bastante eficiente para encontrar soluciones
Optimas de programas lineales con muchas variables y restricciones.

2.2 El Método Simplex

El primer método formal para encontrar soluciones Optimas —el método Simplex- fue
desarrollado por Dantzig en 1947 y mejorado por Charnes entre 1948 y 1952. Actuamente es
el método més utilizado en la blsqueda de soluciones éptimas de programas lineales. En este
apartado se examina su funcionamiento de forma simple e intuitiva.
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En primer lugar recordemos como encontrdbamos soluciones con € método gréfico. Primero
formabamos un conjunto convexo con las restricciones del modelo.  Segundo, se dibujaba la
funcion objetivo fuera del conjunto convexo dando un valor arbitrario al propio objetivo y seiba
desplazando ésta paralelamente (ya que su pendiente es sempre constante) hasta encontrarse
con un punto extremo. Intuitivamente, podemos ver que sea cua sea la funcion objetivo lineal,
la solucién ptima se encontrard en un punto extremo, como minimo®. Esto reduce bastante e
espectro de soluciones del problema, limitando la blisgueda del éptimo a los puntos extremos.
AUn asi, pueden haber muchisimos puntos extremos en un problema. Por giemplo, un problema
grande con 2000 variables y 4000 resiricciones tiene exactamente 2°°° puntos extremos, es
decir, aproximadamente 10°®. Por lo tanto, tenemos que encontrar un método para reducir el
nimero de soluciones factibles posibles de ser éptimas. Dantzig hizo estas mismas
suposiciones (0 eso creemos) Y observé primero las caracteristicas matemaéticas siguientes:

1. El conjunto formado por las restricciones es convexo
2. Lasolucién siempre ocurre en un punto extremo
3. Un punto extremo siempre tiene como minimo dos puntos extremos adyacentes’

Y apartir de ellas desarroll6 € método siguiente:

Encontrar una solucion inicial factible en uno de los puntos extremos del conjunto convexo y
calcular € valor de lafuncion objetivo.

Examinar un punto extremo adyacente a encontrado en la etapa 1 y cacular € nuevo valor de
la funcion objetivo. S este nuevo valor mejora € objetivo, guardar la nueva solucion y
repetir la etapa 2. En caso contrario, ignorar la solucién nueva y volver a examinar otro
punto extremo.

Regla de parada: cuando no existe ningln extremo adyacente que meore la solucién, nos
hallamos en € éptimo

Es decir, que vamos de punto extremo a punto extremo adyacente siempre que podamos mejorar
la solucidn, hasta llegar a un punto en donde no existe ningln punto extremo adyacente a que
nos encontramos. Esta solucién es la éptima.  Observemos de nuevo problema linead
presentado en la seccion 2.1 y su correspondiente solucién gréfica presentada en la Figura 2.2,
Para encontrar una solucion inicial en un punto extremo podemos fijar X, =0y X, =0y €
valor del objetivo Z serd igua a O, solucion que corresponde a punto extremo A en la Figura
2.2. Ahora examinamos € punto extremo adyacente B, que corresponde a los puntos X; = 0y
X, =48y Z = 48. Como €l objetivo ha megorado, mantenemos esta solucién y volvemos a
examinar los puntos extremos adyacentes a B. Como € punto A ya lo hemos visitado (y era
claramente inferior), nos queda por ver € punto C. En este punto extremo X; = 17, X; = 42,3y
Z = 59,3. De nuevo la solucion ha megorado y la guardamos como la mejor hasta ahora
encontrada. Finamente, D es € Unico punto extremo que nos queda por examinar y como en
estepunto X; =34y X, =30y Z= 7,8 e agoritmo se para'y estamos en € 6ptimo, ya que no
existe ningln punto extremo adyacente que mejore e objetivo.

Dantzig y mas tarde Charnes desarrollaron un método matemético para poder efectuar estas
operaciones, es decir, encontrar los valores de los puntos extremos adyacentes. Para poder ver
como funciona, es necesario redlizar las consideraciones siguientes:

Como hemos visto, un programa lineal estd compuesto por una funcion objetivo que queremos
optimizar (maximizar 0 minimizar), unas variables que denominaremos estructurales y un

® Decimos como minimo, porque como hemos visto pueden existir (raramente) situaciones en donde hay
maés de una solucion Optima; ain asi, siempre habra un punto extremo que dé el valor optimo.

' Un punto extremo A es adyacente a un punto extremo B si no existe ninglin punto extremo entre ellos.
Por gjemplo, en lafigura3.2. los puntos By D son adyacentes al punto C.
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conjunto de restricciones. En general, podemos encontrar tres tipos de restricciones en funcién
de la direccion de la desigualdad: [0, 0 6 =. Toda restriccion con los sentidos [0 6 [0 pueden
transformarse en una restriccion con igualdad afladiendo una variable. Si la desigualdad tiene la
direccion O , podemos afiadir una variable de holgura. Por gjemplo, larestriccion X; + 3X, O
144 se puede transformar en X; + 3X; + X3 = 144. Si en la solucién fina del modelo la
restriccion se cumple con igualdad dados unos valores finales de X; y X, entonces la variable de
holgura asociada a la restriccion es igual a 0. En otras palabras, la variable de holgura mide la
diferencia entre los recursos utilizados realmente y los discursos disponibles.

Asi mismo, s la restriccion tiene la direccion [0, podemos afiadir una variable de exceso para
obtener una ecuacion lineal. Por gjemplo, una restriccién de tipo X; + X, 0 12 puede
transformarse en X; + X — Xs = 12. Lainterpretacion es la misma que en el caso anterior: si en
la solucién final X; = 0O, la restriccion se cumplira con igualdad. En este caso, la variable de
exceso mide € consumo adiciona que realizamos de un recurso disponible.

Con estas consideraciones, cualquier programa lineal con restricciones de desigualdad puede
transformarse en un problema lineal con todas las restricciones con forma de igualdad sin dterar
la naturaleza matematica del problema. Esta transformacion se denomina la forma canénica o
forma aumentada de un programa lineal. Si tenemos n variables y m restricciones con
desigualdad, cuando escribimos la forma candnica del problema lineal tendremos m nuevas
variables de holgura 0 exceso, es decir, un total de m + n variables y m restricciones. En
resumen, tendremos que € conjunto de restricciones forma un conjunto de ecuaciones lineales
con mas variables que ecuaciones. En este caso, existen infinitas soluciones del sistema y
nuestro objetivo es escoger entre ellas la que optimice € valor de la funcién objetivo. Por otro
lado, s tenemos un programa lineal con n variables, m restricciones con desiguadad y r
restricciones con iguadad, tendremos n+n variables y nmHr restricciones con igualdad en la
forma canénica. En este caso, para que e problema sea factible, se tiene que cumplir lo
siguiente: m+n O m+r, & nlmero de restricciones no puede superar € niimero de variables.

Si utilizamos & gjemplo de la seccion 3.1, laforma candnica del problema seré la siguiente:

Max Z = X1 + X2
S.a
X1 +3X2 + X3 =144
3Xa + 2% + Xy =162
13X; +18X%X; + X5 =982

Losvalores de las variables en |os puntos extremos se presentan en e Cuadro 2.1.

Cuadro 2.1: Puntos extremos del giemplo

NUmero de Vaor
Xy X X3 Xy Xz Variables D€l
Positivas Objetivo
A 0 0 144 | 162 | 982 3 0
B 0 48 0 66 118 3 48
C 16,8424 | 0 | 26,8 0 3 59,2
D 34 30 20 0 0 3 64
E 54 0 90 0 280 3 54
A 0 0 144 | 162 | 982 3 0
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Diremos que una solucién aumentada es una solucion de la forma canénica del programa lineal.
Una solucion basica factible es una solucion aumentada en un punto extremo. En nuestro
giemplo, los puntos A, B, C, D, y E son soluciones basicas factibles.

A continuacién examinaremos las propiedades algebraicas de las soluciones basicas. Obsérvese
gue en nuestro gjemplo tenemos dos variables estructurales X; y X, y tres variables de holgura
X3, X4 Y Xs, que suman un total de cinco variables, y tres restricciones con igualdad o
ecuaciones. Tenemos por o tanto dos grados de libertad para encontrar soluciones. Para
obtener una solucion determinada tenemos que fijar a priori dos variables para determinar
entonces un sistema con tres variables y tres ecuaciones, que tendra una solucién Unica. En €
método Simplex, siempre se fija € valor de dos variables en 0. Estas variables se denominan
variables no basicas y las restantes, variables basicas. La solucién de este sistema de
ecuaciones es una solucion basica. Si todas las variables basicas son no-negativas, tenemos una
solucion basica factible. En d gemplo tenemos que en cualquier punto extremo factible
siempre tendremos dos variables iguales a0 y 3 no-negativas.

La explicacion intuitiva de esta situacion es la siguiente: s observamos un punto extremo en la
Figura 3.2 veremos que en é pasan dos rectas correspondientes a dos restricciones con signo
igual. Por lo tanto, dos variables de holgura asociadas a estas restricciones son iguales a 0.
Estas son nuestras variables no-basicas. Si miramos el Cuadro 2.1, veremos que en cada punto
extremo siempre hay tres variables positivas y dos con vaor O.

El Cuadro 2.1 nos puede ayudar a entender como funciona € agoritmo Simplex y €
vocabulario algebraico definido en este capitulo. Escojamos como punto de partida € punto
extremo A. Como hemos mencionado anteriormente, € método Simplex se mueve de punto
extremo a punto extremo adyacente siempre que € objetivo mejore.  El punto A tiene dos
puntos extremos adyacentes. Ambos mejoran € objetivo. Escogemos arbitrariamente € punto
B. En € punto A teniamos una solucién bésica factible (dos variables con valor 0, X; y X,y
las otras con valores positivos). Cuando pasamos a punto extremo B, observamos que una
variable estrictamente positiva en A pasa a tener e valor O (lavariable X; ) mientras que una de
las variables con valor 0 pasa a tener un valor estrictamente positivo (la variable X, ). Este
proceso se repite cada vez que pasamos de punto extremo a punto extremo adyacente: una de las
variables béasicas (con valor positivo) pasa a ser no-basica (valor 0) y una variable no-bésica
pasa a ser positiva (variable basica). En el punto D, dos variables que tenian valor positivo en €l
punto extremo adyacente anterior pasan a tener un valor 0. En otras paabras, dos soluciones
basicas son adyacentes s todas, menos una de sus variables no-basicas, son las mismas.
Entonces, pasar de una solucién basica factible a una adyacente implica € cambio del estado
basico de una variable a uno no basico, y viceversa

En términos generales, € ndmero de variables no basicas de una solucién basica siempre es

igual a los grados de libertad del sistema de ecuaciones de la forma canénica. El nimero de

variables bésicas siempre esigual al nimero de restricciones funcionales.

Propiedades de las soluciones factibles en un punto extremo

Si existe una Unica solucién Optima, entonces ésta tiene que ser obligatoriamente una solucién
factible en un punto extremo (una solucion bésica factible). Si hay varias soluciones
Optimas, entonces, como minimo, tiene que haber dos que sean factibles en puntos

extremos adyacentes.

Existe un nimero finito de soluciones factibles en los puntos extremos
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Si una solucién en un punto extremo es igual o mejor (seglin € valor ddl objetivo Z) que todas
las soluciones de los puntos extremos adyacentes, entonces ésta es igual 0 mgjor que todas
las otras soluciones en todos | os puntos extremos; es decir, es Gptima.

Ahora que ya conocemos los pasos que efectlia € método Simplex para buscar una solucion
Optima de un programa lineal, hace fata estudiar como se redizan éstos. Para entender la
mecanica del método, tenemos que dar respuestas a las preguntas siguientes:

Paso inicial: ¢Cémo seleccionamos la solucién factible inicial en un punto extremo (la solucién
basicafactible inicial)?

Paso Iterativo: Cuando buscamos un traslado a una solucion factible en un punto extremo
adyacente (una solucion basica factible adyacente):

a) ¢Como se selecciona la direccion del traslado? (¢Qué variable no basica se escoge
para transformarla en basica?)

b) ¢Addénde seredizad traslado? (¢Qué variable basica se transforma en no-basica?)

c) ¢Como identificamos la nueva solucién?

Prueba de Optimalidad: ¢/Cémo determinamos que la solucién factible en un punto extremo
(solucion basica factible) no tiene soluciones factibles en un punto extremo adyacente
(soluciones basicas adyacentes) que mejoren el objetivo?

Para responder a estas preguntas, de momento consideraremos Unicamente € caso de un
programa lineal con restricciones de tipo “menor o igua” (). Mas adelante ampliaremos €l
andlisis cuando € problema también contiene los otros tipos de restricciones.

En primer lugar re-escribimos nuestro g emplo en la forma canonica equivalente:

Max Z
S.a
(0) Y4 -X1 - Xz =0
(1) X1 +3%  + X3 = 144
©) X, +2% + X, = 162
4) 13%  +18% + Xs =982

Obsérvese que ahora la ecuacion (0) del objetivo esta incluida dentro del sistema de ecuaciones
y que podemos considerar Z como una variable adicional.

1. PasoInicia

Este paso inicia consiste en encontrar cualquier solucion basica factible. Una manera fécil de
hacerlo es igualando las variables estructurales del modelo a 0. S observamos la forma
canbnica equivalente tendremos que iguadando X; y X; a 0 las variables de holgura
autométicamente cogen valores no-negativos (Xs = 144, X4 = 162, Xs = 982) correspondiente a
punto extremo A. Por lo tanto, la solucién factible seré (0,0,144,162,982).

La razon por la cual la solucion encontrada se deduce rapidamente es debido a que cada

€ecuacion tiene una Unica variable basica con un coeficiente asociado a €llaigua a+1, y que esta
variable basica no aparece en ninguna otra ecuacion del sistema. Pronto observaremos que,
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cuando € conjunto de variables basicas cambia, € agoritmo Simplex utiliza un método
algebraico llamado eliminacion de Gauss para poner las ecuaciones en esta forma tan
conveniente para obtener las soluciones bésicas factibles subsecuentes. Esta forma funcional
(una varigble basica por ecuacion con coeficiente +1) se denomina forma apropiada de
€liminacién gausiana.

2) Paso iterativo:

En cada iteracion, € método Simplex se mueve desde una solucidn basica factible a una
solucion basica factible adyacente que mejora € objetivo. Este movimiento consiste en
convertir una variable no-béasica (Ilamada variable basica entrante) en una variable basicay, a
mismo tiempo, convertir una variable basica (llamada variable basica saliente) en variable no-
basica, y aidentificar la nueva solucién basica factible.

Pregunta a): ¢Cud es € criterio para seleccionar la variable basica entrante?

Las candidatas para la variable basica entrante son las n variables no bésicas actuales. Esta
variable, que escogeremos para pasar de no-basica a béasica, pasara de tener un valor 0 atener un
valor positivo, mientras que las restantes seguiran con valor 0. Como € méodo Simplex
requiere que este cambio implique una mejora en e objetivo, es necesario que la tasa de cambio
en Z al aumentar €l valor de la variable basica entrante, sea positivo. Observemos la ecuacién
(0) ddl sistema. Esta expresion reflgja el valor de Z en funcion de las variables no-basicas, y por
lo tanto €l coeficiente asociado a estas variables es la tasa de cambio del valor del objetivo. S,
por giemplo, X; pasa de ser 0 a ser 1, e objetivo aumentara en una unidad. Como criterio,
escogeremos la variable cuyo coeficiente aumente més el objetivo al pasar a ser basica’.

En nuestro gemplo, las dos variables no-basicas son candidatas a entrar en la base ya que
aumentarian € valor del objetivo. Escogemos arbitrariamente X, ya que tiene € mismo
coeficiente en la ecuacion (0) que Xi.

Preguntab): ¢Como identificamos la variable basica saliente?

Si ignoramos las variables de holgura, a aumentar € vaor de X; manteniendo X; igua a 0 nos
desplazamos por € e de las ordenadas (que corresponden precisamente a los vaores de X; ).
La solucion adyacente se alcanza en e punto B, que viene determinada por la restriccion X; +
3X, [ 144, que se cumplira con igualdad y por lo tanto acotara en 48 € valor de X,, ya que X;
sigue siendo igud aO.

Cuando escribimos € problema en forma candnica, las soluciones factibles tienen que cumplir
tanto las restricciones funcionales como las de no-negatividad de todas las variables, incluidas
las de holgura. Cuando vamos aumentando € valor de X, manteniendo X; = 0 (variable no-
basica), algunas de las variables en la base actua (X3, Xs4, Xs, Xs) también van cambiando de
valor para mantener valido € sistema de ecuaciones. Algunas de estas variables se reduciran a
aumentar X,. La solucion basica adyacente se alcanza cuando la primera variable basica que
tenia valor positivo pasa a ser igua a cero (recordemos las restricciones de no-negatividad).
Esta variable serd la que sale de la base y por lo tanto se transformara en no-basica. Por lo
tanto, una vez escogida la variable que entrard en la base , la variable que sale de la base sera
aquella que llegue primero a 0. Lavariable basica actual con la cota superior mas pequefia junto
con larestriccién su no-negatividad sera la escogida.

® Este criterio es subjetivo y no implica que la solucién dptima sea a canzada més répidamente
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Examinemos esta cuestion en nuestro gemplo.  Tenemos que las variables basicas candidatas a
salir de la base (es decir, a ser iguales a 0) son X3, X4, Yy Xs. En el Cuadro 2.2 Se presentan los
calculos para identificar cual es la variable basica saliente. Recordemos que X; sigue siendo
igua aO.

Cuadro 2.2: Célculos para obtener la variable saliente

Variable Cota Superior
Bésica Ecuacion Para X,
X3 X3=144- X, - 3%, X, O 144/3 = 48 O minimo
Xy X3 =162 - 3X; - 2X> X, 0 162/2 =81
Xz X5 =982 - 13X, - 18X, X, [1 982/18 = 54,6

Como X; es una variable no-basica, tendremos que X; = 0 en la segunda columna del Cuadro
2.2. La tercera columna indica las cotas superiores para X, antes de que la variable basica
correspondiente a la primera columna sea negativa.  Por gemplo, Xs = 0 si X, = 48 (mientras
que X3 > 0si Xz <48,y X3 <0 cuando X; > 48). Como en este caso X3 (la variable de holgura
correspondiente ala restriccion X; + 3X, 0 144) impone la cota negativa mas pequefia sobre X5,
la variable béasica saiente sera X;, de manera que en la nueva situacion tendremos que Xz = 0
(no-basica) y X, = 48 (basica), que corresponde a punto extremo B.

Pregunta c): ¢Como podemos identificar de manera convincente la nueva solucion bésica
factible?

Después de haber identificado las variables entrantes y salientes de la base (incluyendo € valor
de la variable béasica entrante), necesitamos conocer cual es € valor nuevo del resto de variables
basicas. Para poder calcular estos vaores, € méodo Simplex utiliza la forma apropiada de
eliminacion de Gauss que teniamos en e paso inicia (aguella en la cua cada ecuacion tiene
Unicamente una variable basica con coeficiente +1, y esta variable basica aparece en una Unica
ecuacion). Se trata de encontrar la nueva forma apropiada después del cambio de base. Se
necesita realizar dos operaciones agebraicas normamente utilizadas para resolver sistemas de
ecuaciones lineales. Estas operaciones son:

1. Multiplicar (o dividir) una ecuacion por una constante diferente de O.
2. Sumar (o restar) un mltiple de una ecuacién con otra ecuacion

Estas operaciones son legitimas porque implican Unicamente: 1) multiplicar cosas iguales (los
dos lados de la ecuacion) por una constante y 2) sumar cosas iguales con cosas iguales. Por lo
tanto, una solucién que cumple un sistema de ecuaciones determinado también lo hara después
de latransformacion.

Vamos a ver como funciona en nuestro gemplo. Consideremos en sistema de ecuaciones
originales, en & cual se muestran las variables basicas en negrita. El problema se puede escribir
delaformasiguiente:

(0) Z X - Xz =

(1) Xi +3% + X =144
2) 3%, +2X, + X, =162
(3) 13X, + 18X, + Xs =082
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Ahora X, ha substituido a X; como variable bésica € la ecuacion (1). Entonces tenemos que
resolver este sistema de ecuaciones para encontrar los vaores de las variable basicas X, , X4, Xs
(recordemos que ahora X; y X3 = 0) y de Z. Como que X; tiene un coeficiente igual a +3 en la
ecuacion (2), necesitamos redlizar una transformacién para que su coeficiente sea 1. Para ello
basta multipliucar ambos lados de la ecuacién por 1/3. Una vez realizada la operacion, la nueva
ecuacion (1) eslasiguiente:

U3Xy +Xp + 1/3X; =48

El paso siguiente es eliminar X, de las otras ecuaciones. Comencemos por la ecuacion (0).
Tenemos que redlizar la operacion siguiente:

Ec. (0) nueva= ec. (0) antigua+ ec.(2) nueva

Es decir:

Z -Xl - Xz =0
+( /3%, +X, + 1/3X; = 48)
Z -2/3X; + 1/3X; =48

Tenemos que redizar e mismo procedimiento para las ecuaciones (2) y (3). Lo haremos a
continuacion para la ecuacion (2). Para eliminar X, de la ecuacion (2), tenemos que redizar la
operacion siguiente:

Ec. (2) nueva= ec. (2) antigua— 2 [ec.(1) nuevd]

33Xy + 2%, + X4 =162
-( 2/3X; +2X,  + 2/3X; = 96)
713X, - 2/3X3 +X; = 66

Parala ecuacion (3), tenemos que realizar una operacion similar:

Ec. (3) nueva = ec. (3) antigua— 18 [ec.(1) nueva]

13X, +18%, +Xs =982
( BXy  +18X,  + 6Xs = 864)
7X1 -6Xs +Xs =118

Por lo tanto, la nueva forma gausiana del sistema de ecuaciones es la siguiente:
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(0) z -2/3X, + 1/3Xs =48

(1) 1/3Xy + X, +1/3X3 =48
) 7I3% S23Xs + X = 66
3) 7 - 6Xs +Xs =118

En negrita figuran las variables basicas, que aparecen Unicamente en una ecuacion y con un
coeficiente igual a 1. Por lo tanto, S comparamos este nuevo sistema de ecuaciones con €
anterior, veremos que sigue teniendo la forma apropiada de eliminacion de Gauss que permite
obtener inmediatamente €l valor de las variables en la solucion (recordemos que X; =0y X3 =0
ya que son las variables no basicas). Hay que observar que en la ecuacion (0) siempre estan
Unicamente la variables no-bésicas. Ahora tenemos una nueva solucion basica factible igual a
(0,48,0,96,114) que corresponde al punto extremo B. El valor del objetivo esigual a48.

El siguiente paso es ver s esta nueva solucion es la Optima. Para ello examinamos en la
siguiente ecuacion (que corresponde a la ecuacion (0)) los coeficientes de las variables no
bésicas:

Z=48+ 2/3X; —1/3X5
Como la variable no-basica X; tiene un coeficiente positivo (2/3), si la variable pasa a tener
valores positivos, el objetivo aumentard.  Por lo tanto no estamos en la solucion éptima 'y hay

que redlizar de nuevo € proceso, en donde X; entrard en la base y otra variable basica dgjara de
serlo.

Segunda iteracién

» Paso 1. Como que la ecuacion (0) actual es Z = Z = 48 + 2/3X; — 1/3X5, la funcién solo
aumentaras X; aumenta. Y atenemos la variable que entrara en la base.

» Paso 2. El limite superior sobre X; antes de que las variables basicas sean negativas esta
indicado en & Cuadro 2.3:

Cuadro 2.3: Célculos para obtener la variable saliente

Variable Cota Superior
Bésica Ecuacion Para X;
Xz Xo =48 —1/3X; — 1/3X3 X, 0 48*3 =144
X4 X4 =66 —7/3X; + 2/3X3 X, O 66*(3/7)= 198/7
Xs X5 =114 —-7X; + 6X3 X, 0 118/7 0O minimo

Escogeremos Xs como la variable basica saliente ya que es la cua que, a medida que aumenta €
valor de X;, Xs alcanza primero el valor 0.

» Paso 3. Ahora hay que eliminar X; de todas las ecuaciones para encontrar la nueva solucion
de todas las variables y del objetivo. Volvemos arealizar la transformacion gausiana.
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Primero tenemos que transformar la ecuacion correspondiente a la variable entrante, para que
tenga un coeficiente 1. Para ello tenemos que dividir la ecuacién (3) por 7. El resultado es €
siguiente:

(3) X1 -6/7Xs + UTXs = 118/7

Con esta ecuacion, volvemos a transformar las otras en la forma gausiana apropiada:
Ec. (0) nueva= ec. (0) antigua+ 2/3 [ec.(3) hueva]

Es decir:

Z -213%;  + 13X =48
+( 203X, - 47X + 221X = 236/21)
Z 521X+ 2/21Xs = 1244/21

Tenemos que redizar e mismo procedimiento para las ecuaciones (1) y (2). Lo haremos a
continuacion para la ecuacion (1). Para eliminar X, de la ecuacién (1), tenemos que redizar la
operacion siguiente:

Ec. (1) nueva= ec. (1) antigua— 1/3 [ec.(3) nueva]

13X, + X, + 1/3X%5 =48
(U3 -2[7X; + 1/21Xs = 118/21)
+X; +13/21X; -1/21Xs = 890/21
Parala ecuacién (2), tenemos que realizar una operacion similar:
Ec. (2) nueva = ec. (2) antigua— 7/3 [ec.(3) nueva]
713X, - 213%3 + Xy =66
(73X - 2X3 +1/3%s = 118/3)

4/3Xs3 + X4 -1/3Xs =80/3

Por lo tanto, la nueva forma gausiana del sistema de ecuaciones es la siguiente:

(0) z - 5/21 Xs +2/21Xs = 1244/21
(1) + X, + 13/21X; - 1/21Xs = 890/21
2) 4I3Xs + X4 - 1/3Xs = 80/3

(3) Xy - 6/7Xs + 17X = 118/7
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La solucion bésica factible siguiente es (118/7; 890/21; 0; 80/3; 0) y € valor del objetivo esZ =
1244/21.

Prueba de Optimalidad.
Tenemos que verificar s las variables no-bésicas del objetivo tienen coeficientes que permitan
aumentar € valor del objetivo s éstas cogen valores positivos. El nuevo objetivo es:
Z=1244/21 + 5/21X;5 - 2/21Xs
Como una de las variables no-béasicas tiene un coeficiente positivo, € vaor del objetivo puede
aumentar s esta variable pasa a ser basica. Por lo tanto, alln no hemos alcanzado € 6ptimo, y es

preciso redizar una nueva iteracion del algoritmo Simplex.

Ahora la variable X; entrard en la base, y tenemos que escoger una variable basica para salir de
labase.

Tercera iteracion

» Pasol. Como quelaecuacion (0) actual es Z = 1244/21 + 5/21X; - 2/21Xs, lafuncion solo
aumentaras Xs aumenta. Yatenemos la variable que entrara en la base.

» Paso 2. El limite superior sobre X3 antes de que las variables basicas sean negativas esta
indicado en & Cuadro 2.4:

Cuadro 2.4: Célculos para obtener la variable saliente

Variable Cota Superior
Bésica Ecuacion Para X3
X1 X1 =118/7 + 6/7X3 - U7Xs infinita
X2 X2 =890/21 —13/21X5 + 1/21Xs X5 O (890/21)* (21/13)= 890/13
X4 X4 =80/3 - 4/3X3 + 1/3Xs X5 O (80/3)*(3/4) = 20 O minimo

Escogeremos X4 como la variable basica saliente ya que es la cua que, a medida que aumenta €
vaor de Xs, X4 alcanza primero € valor 0. Por otro lado, a aumentar €l valor de X; € vaor de
X; también aumenta. De aqui que no exista una cota superior.

» Paso 3. Ahora hay que eliminar X; de todas las ecuaciones para encontrar la nueva solucion
de todas las variables y del objetivo. Volvemos arealizar la transformacion gausiana.

Primero tenemos que transformar la ecuacion correspondiente a la variable entrante, para que
tenga un coeficiente 1. Para ello tenemos que multiplicar la ecuacion (2) por 3/4. El resultado
es e siguiente:

) Xs +3/4X; - 1/4Xs =20

Con esta ecuacion, volvemos a transformar las otras en la forma gausiana apropiada:

Ec. (0) nueva= ec. (0) antigua+ 5/21 [ec.(2) nuevd]
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Es decir:

Z -5/21X3 + 2/21Xs = 1244/21
+( 5/21X; +5/28X, -5/84Xs =100/21)
Z +5/28Xs + 1/28Xs =64

Tenemos que redizar e mismo procedimiento para las ecuaciones (1) y (3). Lo haremos a
continuacion para la ecuacion (1). Para eliminar X; de la ecuacién (1), tenemos que redlizar la
operacion siguiente:

Ec. (1) nueva= ec. (1) antigua— 13/21 [ec.(2) nueva]

+ X+ 13/21Xs - 1/21Xs = 890/21
-( 13/21X; + 13/28X, - 13/84Xs = 435/42)
+ X - 13/28X,4 +9/28Xs = 30

Parala ecuacion (3), tenemos que realizar una operacion similar:

Ec. (3) nueva = ec. (3) antigua + 6/7 [ec.(2) nueva)

X.  -BI7Xs +1/7Xs = 118/7
+( +6/7Xs +9/14Xs - 3/14Xs = 120/7)
+O/14X, -114Xs = 34

Por lo tanto, la nueva forma gausiana del sistema de ecuaciones es la siguiente:

(0) z +5/28X, + 1/28Xs =64
(1) +Xo -13/28Xs + 3/28Xs =30
) Xs  +3/4Xs -1/4Xs =20
3) Xy +9/14X, - 1/14Xs =34

Lasolucién basica factible siguiente es (34; 30; 20; 0; 0) y el valor del objetivo esZ = 64.

Prueba de Optimalidad.

Tenemos que verificar s las variables no-bésicas del objetivo tienen coeficientes que permitan
aumentar € valor del objetivo s éstas cogen valores positivos. El nuevo objetivo es:

Z=164-5/28X4 - 1/28Xs
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Como ninguna de las variables no-basicas tiene un coeficiente positivo, e valor del objetivo no
puede aumentar si cualquiera de las variables no basicas pasa a ser basica. Por lo tanto, hemos
alcanzado € Optimo, ya que no podemos pasar a un punto extremo adyacente que mejore €
valor del objetivo.

En resumen, & método Simplex tiene los pasos siguientes:

1. Introducir las variables de holgura para obtener laforma canénicadel programa

2. Encontrar una solucion inicial de un punto extremo y realizar la prueba de optimalidad.
3. Sinoestamosen d éptimo:

a) Determinar la variable basica entrante. seleccionar la variable no béasica que, d
aumentar su valor, aumente mas rapidamente el valor del objetivo.

b) Determinar la variable basica sdlientes ésta es la que acanza € vaor 0 mas
rapidamente a medida que aumentamos la variable entrante.

c) Unavez que sabemos cua es la variable basica que sale de la base, se determina la
nueva solucion basica factible: a partir del conjunto actual de ecuaciones se aislan las
variables basicas y Z en términos de las variables no-béasicas utilizando € método de
eliminacién de Gauss. Las variables no-bésicas se igualan a 0; cada variable béasica
junto con Z es igual a nuevo lado derecho de la ecuacion en la cual aparece con
coeficiente +1.

4. Examinamos s la nueva solucién encontrada es Gptima: Unicamente necesitamos examinar
los coeficientes de las variables no basicas que estan en € objetivo. S todos los
coeficientes son negativos, estamos en e dptimo. Por otro lado, s como minimo uno de los
coeficientes asociados a las variables bésicas es positivo, tenemos que repetir 1os pasos 2 y
3.

2.3 Adaptacion a otro tipo de modelos

Hasta ahora hemos estudiado € méodo Simplex para problemas de maximizacién con
restricciones con la desigualdad (0. Pero hay otros casos como los problemas de minimizacion y
la existencia de restricciones con igualdad o con desigualdad (0. A continuacion veremos como
adaptar la formulacién del modelo con alguna de estas caracteristicas para poder utilizar €
método Simplex.

2.3.1 Restricciones con igualdad

El problema basico con las restricciones de igualdad es la obtencién de una solucion basica
factible inicial. Supongamos que, en nuestro giemplo, tenemos una restriccion adiciona que se
tiene que cumplir con igualdad (X1 + X; = 7). En este caso, en principio ho hay que introducir
una variable de holgura para formar laforma canénica.

Si procedemos a encontrar una solucion inicia factible igualando X; y X, a 0 nos encontramos
con € problema de que esta nueva restriccion no se cumple.  Para poder obtener una solucién



inicial factible, nos vemos obligados a introducir una nueva variable no-negativa, denominada
artificial, S; de lasiguiente forma:

X1+ X+ SH=7

Gracias a la introduccion de esta variable artificial S; ya podemos encontrar una solucion inicial
factible en donde S; es una variable basicaigual a 7. De hecho, hemos aumentado el niimero de
variables afiadiendo una que no tiene ninguna interpretacion econdmica, pero que nos sirve para
encontrar una solucién inicial factible. Es meramente un artificio matemético. Pero, en la
solucion final, queremos que S; tenga €l valor 0 (sea no basica), ya que, S esto no es asi, €
problema no tendria sentido (la restriccion no se cumpliria con igualdad).. Para poder
conseguirlo, afladimos esta variable artificia en € objetivo, pero con un coeficiente negativo de
valor muy elevado (respecto alos otros), que llamaremos M:

Z=Xi1+ X -MS

Como este valor penaliza la variable en € objetivo, e método Simplex escogera esta variable
para salir de la base y nunca maés volvera a entrar (es decir, se quedara con € valor 0). Por lo
tanto, en la solucion final S; tendra €l valor 0. Si esto no fuera asi, € problema seria infactible.
En la préxima seccidn veremos como eliminar esta variable del objetivo.

2.3.2 Restricciones con direccion 0.

Supongamos ahora que afiadimos la restriccién (3) del problema de la seccién 2.2.2:
4X, +2X, 0 135

En este caso tenemos que encontrar una solucion inicia de la misma forma que haciamos
anteriormente para poder gecutar d método Simplex. Ahora bien, en este caso afiadimos una
variable de exceso no-negativa, Es, que mide la diferencia entre e vaor del lado izquierdo de la
ecuacion (4X, + 2X,) y d lado derecho (135). Esta variable tendra un signo negativo en la
ecuacion:

4Xy + 2X; - E3 =135

Ahorabien, al fijar inicialmente X; y X; iguales a0, E; seigualaraa —135, por lo que tendra un
valor negativo, incumpliendo las condiciones de no-negatividad de todas las variables en €
método Simplex. De nuevo, tenemos que recurrir a artificio de introducir una variable artificia
gue nos permita obtener una solucién factible inicial Sz:

AX1+2X;-E3 +&§ =135

En este caso escogemos S como variable basica inicia correspondiente a la restriccion (3).
Como en e caso anterior (restricciones con igualdad), afiadiremos la variable artificial S; en €
objetivo con un coeficiente —-M. Si esta variable continua con valor positivo a final del método
Simplex, €l problema esinfactible.

El hecho de afiadir la variable artificial en € objetivo implica que, al iniciar e método Simplex,
el cuadro inicial no esté en la forma apropiada de diminacién gausiana, ya que esta forma
requiere que todas las variables béasicas tengan un coeficiente 0 en la ecuacion (0)
correspondiente al objetivo, y en este caso la variable basica S; tiene un coeficiente igua a -
M. Entonces, para poder iniciar é método Simplex, tanto si tenemos restricciones con igualdad
0 desigualdad [, tenemos que transformar esta ecuacién (0) en la forma apropiada de
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eliminacién de Gauss, para poder asi determinar tanto la variable que entrard en la base como €
test de optimalidad. De nuevo, e procedimiento es el de siempre: & método de eiminacion de
Gauss. En este caso, € procedimiento es muy similar a utilizado hasta ahora en € método
Simplex. Tendremos que realizar la operacion siguiente:

Ec. (0) nueva = ec. (0) antigua— M * ec.(3)

Es decir:
Z -X1 - X +M S =0
-M( 4, + 2Xo -E; + S = 135)
Z (-14M)X;  (-1-2M) X, +M E; =-135M

Ahora ya podemos proceder con e método Simplex ya que todas las variables bésicas en la
ecuacion (0) tienen un coeficiente asociado igual a 0. Ahora tenemos que decidir que variable
no-basica tiene que entrar en la base. Escogeremos aquella cuyo coeficiente aumente mas el
objetivo. En este caso, escogeriamos E; como variable basica entrante y procederiamos a
buscar la variable basica saliente de la misma forma que lo hicimos anteriormente. Hemos de
observar que cuando E; entra en la base y otra variable sde de la base (es decir, nos
desplazamos a un nuevo punto extremo adyacente), € coeficiente de E; en € objetivo tomara €
valor 0. A medida que € procedimiento continua, las variables con €l valor M en € objetivo
van entrando en la base y Ilegara un punto en que M desaparecera ddl sistema. Si en la solucién
final alin tenemos M en la ecuacion (0), €l sistema no tiene solucion.

Si tenemos mas de una restriccion con igualdad, € procedimiento es exactamente e mismo.
Cada una de las variables artificiales tendra un coeficiente -M en € objetivo y tendremos que
encontrar laforma apropiada de eliminacién de Gauss.
2.3.3 Minimizacién
Hasta ahora, hemos examinado el méodo Simplex cuando estamos maximizando € objetivo.
Pero, en muchos casos, tenemos que minimizar € objetivo (por gemplo, minimizar costes,
minimizar €l grado de contaminacion o minimizar la mortaidad). Lo mas sencillo es
multiplicar € objetivo por —1. Por gjemplo:

MinZ = 3X1+4X2

es equivalente a:

Max -Z = -3X; - 4X;

Una vez hecha esta transformacién, podemos aplicar d método Simplex descrito en esta
seccion. Lacausa de esta equivalencia es que, cuanto menor es Z, mayor es —Z.

Otra manera de operar con un objetivo de minimizacion es seleccionar la variable no-basica
entrante que reduzca en mayor grado e valor del objetivo.
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2.3.4 Variables no acotadas

Puede ocurrir que en agunas formulaciones las variables puedan coger valores negativos. En
este caso, hay que modificar € modelo para poder utilizar en método Simplex, ya que éste
Unicamente permite que las variables tomen valores positivos o cero.

Supongamos que la variable X; no esta acotada inferiormente. Para poder resolver € problema,
tendremos que sustituir esta variable en todas las ecuaciones por dos variables X" y X;” de la
manera siguiente:

X=X X

endonde X" 0 Oy X" 0 0. Como estas dos variables pueden coger cualquier valor no-negativo,
su diferencia puede ser cualquier valor (positivo o negativo). Ahora ya podemos aplicar €
método Simplex. En la solucion final, debido a las propiedades geométricas de la solucién
factible en un punto extremo, nunca tendremos las dos variables con vaores positivos. O
Unicamente una de €llas tiene valor estrictamente positivo y la otraigua a O (o viceversa), o las
dos son igualesa 0.

2.4 Situaciones especiales en e método Simplex

¢Qué pasa cuando vamos a escoger la variable no-basica entrante y hay un empate en €
criterio? ¢Como detectamos problemas sin solucion? ¢) s la solucion es infinita? A
continuacién examinaremos como & método Simplex lidia con estas situaciones.

Empate en la variable entrante

Si hay dos variables que tienen d coeficiente mas grande (en vaor absoluto) igual en la
ecuacion (0), se escoge arbitrariamente una de ellas para entrar en la base.

Empate en la variable saliente

Supongamos que ahora el empate se produce entre dos 0 mas variables basicas a examinar €
criterio de sdlida. S esto sucede, todas las variables alcanzan € valor 0 a mismo tiempo
cuando aumenta € valor de la variable entrante. Entonces, las variables basica que no
habiamos escogido como salientes de la base también tendran valor 0 en la solucion. Este tipo
de soluciones se llaman degeneradas. Incluso, s una de estas variables continua con € valor 0
hasta que se selecciona como variable saliente en una iteracién posterior, la variable no-béasica
entrante también se quedara con valor O y € valor del objetivo no cambiard. Puede pasar que, s
Z se queda igual, en vez de mejorar el objetivo en cada iteracion, e método Simplex entre en un
ciclo que repite periddicamente las mismas soluciones, en vez de ir cambiando para aumentar €
valor del objetivo. De hecho, se han elaborado programas lineales con ciclos infinitos. Por
suerte, en la practica esta situacion es casi inexistente y normalmente los empates se rompe
arbitrariamente.

No hay variable basica saliente: Z no acotado
¢Qué pasa cuando no hay variables basicas candidatas a salir en la base? O, en otras palabras,

¢qué hacemos cuando todos los cocientes calculados para seleccionar la base son de tal manera
que no hay ninguno es positivo? Recordemos que, a medida que aumentdbamos € valor de la
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variable no-basica entrante, habia como minimo variable basica que iba disminuyendo hasta
llegar a tener un valor O, que determinaba automéaticamente € nuevo vaor de la variable
entrante. Pues bien, pueden haber situaciones en donde a medida que aumento € valor de la
variable entrante todas las variables basicas también aumentan de valor (0 no cambian).
Simplemente, e problema tiene una solucion infinita, ya que no hay ninguna restriccion que
acote € objetivo.

Soluciones 6ptimas maltiples

Como hemos visto, € método Simplex se para cuando encuentra una solucién Optima.  Pero,
como hemos visto en e método grafico, pueden haber situaciones en las que hay soluciones
Optimas mltiples... Siempre que € problema tiene més de una solucién dptima factible, como
minimo una variable no-basica tiene € coeficiente igua a 0 en la ecuacién (0) final, de manera
que s su valor aumenta, Z no cambia. S esta situacion aparece, podemos encontrar otra
solucion Optima introduciendo esta variable no-basica en la base. Asi podemos encontrar otras
soluciones que, sin cambiar € valor del objetivo, nos ayuden a tomar una decision en funcion
dedl valor delas variables en € 6ptimo.

2.5 Soluciones con Ordenador

Por ahora hemos visto dos métodos para encontrar soluciones de programeas lineales. Pero todos
ellos son muy ineficientes s se tiene que hacer los cdlculos con 14piz y papel incluso para
problemas pequefios.  Actualmente, existen un sinfin de programas de ordenador que resuelven
problemas linedles muy eficientemente, incluso programas con miles de variables y
restricciones. Los programas de hoja de calculo también estan incorporando métodos para
obtener soluciones de programas lineales. En esta seccidn describiremos como programar 3/
solucionar un modelo de programacion lineal en la hoja de cédlculo Excel 97 de Microsoft”.
Utilizaremos mismo gemplo de las secciones anteriores. También supondremos que se tienen
conocimientos bésicos de funcionamiento de este programa.

Laformulacién del problema de asignacion de recursos de la seccion 2.2.2 es:

Max Z = X1 + X
S.a
(1) X1 +3% 0144
2) 33X,  +2X; 0162
(3) 4%, +2X, 0135
(4) X, -3% 00
(5) 13X, +18X, [ 982
X, X200

En primer lugar reordenamos e conjunto de restricciones en funcion de la direccion del signo
(O, =, 0). El sistemaquedaasi:

9 La version que se utiliza en este apartado corresponde a Office 2000, aungue en versiones anteriores
también existe e médulo de programacion lineal
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Max Z = X1 + X

S.a
(1) X +3% 0144
(2) 3Xi +2% 0162
(4) X, -3% 00
(5) 13X, +18X, [ 982
() 4%, +2X, 0135

X1, %00

Esto simplificara considerablemente la introduccion de datos en la hoja Excel y en e mddulo
solver.

Obsérvese que € conjunto de restricciones puede representarse de forma matricial solo con los
coeficientes de las variables:

X1 X2 Recurso
1 3 O 144

3 2 0 162

1 -3 O 0
13 18 0 982

4 2 O 135

La primera columna corresponde a los coeficientes de X; y la segunda a los coeficientes de Xa.
Precisamente vamos a escribir esta matriz en las celdas de la hoja de calculo En la Figura 3.5
hemos escrito € planteamiento del problema.

En los rangos B12-B16 y C12-C16 hemos escrito los coeficientes de X; y X, en las
restricciones. En e rango D12-D16 figuran los valores de los recursos (lado derecho de las
restricciones y en las celdas B5 y C5 los coeficientes de las variables en € objetivo. Ahora
tenemos que escribir las férmulas correspondientes a las restricciones y a la funcién objetivo.

Las celdas B8 y C8 representaran los valores de las variables de decision X; y X,. Laférmula de
la funcién objetivo esta escrita en la celda E2. La formula es la siguiente
=B8*$B$5+C8*$C$5. Las formulas del lado izquierdo de las restricciones estan escritas en €
rango E12-E16. Estas son:

=B12*$B$8+C12* $C$8
=B13*$B$8+C13*$C$8
=B14*$B$8+C14* $C$8
=B15*$B$8+C15* $C$8
=B16* $B$8+C16* $C$8

Ahora ya tenemos preparado el modelo. Obsérvese que por € momento las celdas con formulas
tienen el valor 0. Esto es debido a que por ahora las celdas asociadas a las variables de decision
estan vacias.
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El siguiente paso esindicar ala hoja de célculo donde esté en problema. Entramos en la opcién
Herramientas y escogemos en € menu € Solver. Entonces aparecerd un recuadro como € de la
Figura 3.6.

Figura 3.5: Ejemplo en Excel
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Ahora tenemos que indicar las celdas en donde estan las formulas. En la casilla “Celda
objetivo” ponemos la referencia de la celda en donde esté la funcién objetivo ($E$2). Luego
indicamos que es un problema de maximizacion. Las referencias de las variables se indican en
el recuadro “Cambiando las celdas’ (B8;C8). Findmente tenemos que introducir las
restricciones. Para ello entramos en la opcién Agregar y saldra € recuadro de la Figura 3.7. En
él tenemos que indicar donde esta € lado izquierdo (la férmula) de cada restriccion, e signo de
la desiguadad y € lado derecho de cada restriccion. Cada vez que entramos una restriccion
adicional escogemos la opcion agregar.  Ahora bien, s hemos ordenado las restricciones en
funcion de su direccién, no hace fata entrar en @ una a una en d recuadro. Basta con
seleccionar € rango en funcion de cada una de las agrupaciones redlizadas. Después de haber
entrado las restricciones correspondientes, Excel también exige poner las restricciones de no-
negatividad. Para ello seguimos agregando dos restricciones, una para cada variable. Para ello
tenemos que indicar en € lado izquierdo la referencia de la celda correspondiente a la variable
de decision, y en € lado derecho pondremos e valor 0, habiendo escogido previamente €
sentido de la desigualdad ( ). La Figura 3.8 muestra € resultado finad de introducir €
problema.

Figura3.7.: Introduccion de las restricciones
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Figura3.8: Resultado final de la programacion
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Ahora ya podemos resolver € problema. Escogemos la opcion Resolver y a cabo de unos
breves momentos saldra una pantalla indicando que la solucién ha sido encontrada. La solucién
Optima de las variables de decision y e vaor del objetivo ahora aparecen en las celdas (ver
Figura 3.10). La opcién Solver también permite obtener automéaticamente informes sobre la
solucion final.
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Figura3.9: Resultado del Solver
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2.6 Ejercicios

Cierto/falso

1.  Enun programa lineal, todas las funciones que forman el conjunto de restriccionesy el objetivo son
lineales

2. El método grafico es muy (til porque permite encontrar soluciones de cualquier programa lineal

3. Cualquier solucién que cumple, como minimo, una restriccion de un programa lineal, pertenece ala
region factible

4.  Unasolucion optima no utiliza necesariamente todos los recursos disponibles en el problema
5. Lainterseccion de dos restricciones cualquiera es un punto extremo de laregion factible

6. Unarestriccion con igualdad en general acota més la regién factible que una con desigualdad
7. Unasolucién de un programa lineal siempre se encuentra en un punto extremo

8.  Si hay mas de una solucién de un programalineal, entonces hay infinitas soluciones

9. Cualquier restriccion con desigualdad en un programa lineal afiade exactamente una variable al
método Simplex

10. Cada solucioén factible encontrada por €l algoritmo Simplex corresponde a un punto extremo
11. Lasvariables artificiales se afiaden al modelo para encontrar una solucion inicial

12. Enun programa lineal de maximizacion sin restricciones la solucion esinfinita

13. Laformagausianade un programalinea es (til para encontrar soluciones en puntos extremos
14. S hay un empate en €l criterio de escoger la variable béasica saliente, la solucion es infinita
15. S no tenemos ninguna variable candidata a salir de la base, la solucién es no acotada

16. S unavariable basicatiene € coeficiente del objetivo igual a0 en unaiteracion del método Simplex
antes de llegar a 6ptimo, entonces hay infinitas soluciones Gptimas

17. Enunarestriccion con igualdad afiadimos una variable de holgura

18. Paraidentificar una variable bésica saliente, hay que saber antes qué variable no-basica va a entrar
en labase

19. Unavariable no-basica es sempreigua a0 en cualquier solucion
20. En la solucion final de un programa lineal todas la variables bésicas siempre tienen valores no-
negativos
Eleccién Mdltiple
1. ¢Quéno esesencia en un programalineal?
a) Tenemos que tener un objetivo bien definido
b) Los problemas tienen que ser de maximizacion

c) Losrecursostienen que ser limitados
d) Lasvariablesson continuas
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10.

En la programacion lineal, no-negatividad implica que unavariable no puede tener:
a) Un coeficiente negativo en la funcion objetivo

b) Un coeficiente negativo en las restricciones

¢) Unvalor fracciona

d) Ningunade las anteriores

Si tenemos un programa lineal de maximizacion con todas las restricciones con direccién O:
a) El problemano esfactible

b) Lasolucion esinfinita

c) El agoritmo Simplex hace tantas iteraciones como variables en el problema

d) Ningunade las anteriores

Lainterseccion de las restricciones de un programa lineal forma:
a) Un conjunto convexo

b) El espacio factible de soluciones

c) Lospuntos extremos

d) Todaslas anteriores

Para poder encontrar una solucién inicial de un programa lineal, las restricciones con direccién [ se
han de transformar en igualdad afadiendo:

a) Unavariable de exceso

b) Unavariable artificial

¢) Unavariable de holguray una artificial

d) Ningunade las anteriores

Supongamos un programa lineal con dos variables y una Unica restricciéon. Si estamos maximizando
y larestriccion es [:

a) Lasdos variablestendran valores positivos

b) Engeneral, unavariable sera positivay la otra cero

c) El problema no tiene solucion

d) Ningunade las anteriores

Supongamos un programa lineal con dos restricciones [, unarestriccion con =y tres

variables. Cuando construimos la forma canonica para encontrar una solucion inicial, tendremos un
total de:

a) 3variablesestructuraes, 2 de holguray 1 de exceso

b) 3variablesestructuraes, 2 de exceso y 1 artificial

¢) 3variables estructurales, 2 de holguray 1 artificia

d) Ningunade las anteriores

Si tenemos la solucidon éptima de un programa lineal con dos variables de decision, ¢cudl de las

opciones es la correcta?

a) El problematiene una Unica solucién

b) Lasolucién 6ptima se encuentra en un punto extremo o a lo largo de una recta que conecta dos
puntos extremos

c) Todos los recursos se han consumido en |a solucién éptima

d) Todaslas anteriores

En una solucién basica factible:

a) Todas las variables son positivas
b) Estamosen e éptimo

c) Lasvariablesno-basicasson 0
d) Ningunade las anteriores

En un punto extremo de laregion factible:
a) Hay unasolucion basicafactible

b) Coinciden dos o més restricciones

c) Podemos encontrar € optimo
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11

12.

13.

14.

15.

d) Todaslas anteriores

En cadaiteracién del algoritmo Simplex, tenemos que:

a Como minimo, una de las variables que tienen un valor positivo en la solucion anterior coge €l
vaor 0

b) Unavariable no-basica se transforma en basica

c) El vaor del objetivo mejora

d) Todaslas anteriores

Si en la solucién éptima la variable de holgura X , correspondiente a una restriccién con direccién [
y lado derecho (recurso) R, esta en la base, entonces:

a) El problemano esfactible

b) No sehaconsumido todo el recurso R

¢) Sehaconsumido todo el recurso R

d) Sepuede obtener un solucién mejor si €l valor de R aumenta

Si tenemos una solucion Optima degenerada:
a) Hay soluciones alternativas optimas

b) Lasolucién no sirve de nada

c) Lasolucion no esfactible

d) Ningunade las anteriores

Si tenemos que en la ecuacién (0) de la solucién final del método Simplex hay e coeficiente -M
asociado a unavariable artificial, sabemos que € problema es:

a) Un problema de maximizacion

b) Un problema de minimizacion

¢) Noesfactible

d) Ningunade las anteriores

Si hay un valor negativo en los coeficientes de la ecuacion (0) del método Simplex, sabemos que:
a) Lasolucion es dptima

b) Hemos cometido un error

c) El problemano tiene limites

d) Ningunade las anteriores

Problemas

2.1 Considerar el programalineal siguiente:

b)
c)

Max Z = X1 +2X;
sa
2X; +8X; 016
X1 +X; 05
X1, %00

Utilizar en método grafico para encontrar una solucion
Cambiar lafuncién objetivo por Z = X; + 6X, y volver a solucionar € problema

¢Cuantos puntos extremos tiene la solucion factible? Encontrar los valores de X; y X, en cada punto
extremo
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2.2 Supongamos el programa lineal siguiente:

MaxZ= 4X; +X; +X3
sa
Xy +4X; +X3 012
5X;  -2X, +4X3 011
2X; +3X, +3X3 020

X1, X2, X3 0 O

Encontrar dos puntos extremos factibles.

2.3 Utilizar e método Simplex algebraico para solucionar € problema siguiente:

Max Z = -X1 + X, +2X3
sa
2X;  +8X%; -X; 020
22Xy +4X, +2X3 060
2X; +3X; +X3 050
X1, X2, Xz 0O

2.4 Considerar € problema siguiente:

MaxZ= 2X; +4X, +3X3
sa
Xy +3X; +2X3 030
Xy -Xo  +X3 024
3X; +5X;, +3X3 060
X1, X2, Xg OO

Sabemos que, en la solucion Gptima, X3, X, , X3 > 0.

a) Describir como se puede utilizar esta informacion para adaptar e método Simplex de manera que el
nimero de iteraciones sea minimo (comenzando en la solucién basica factible inicial normal). No
vale hacer ninguna iteracion.

b) Utilizar é procedimiento desarrollado para solucionar €l problema.
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2.5 Considerar e problema siguiente:

MaxZ= X3 +X2 +X3
sa
X1 + X,
X3
X1, X, X3, X, OO

+ X4

0s
+Xe 02

Utilizar el método Simplex para encontrar todas |as soluciones factibles éptimas.

2.6 Considerar el programa siguiente:

MaxZ= 2X; -4X, +5X;
sa
X1 +4X,  -2X3
=Xy +2X, +3X3
Xy, X2, X3, X, 00

-6X%,

+8X, O3
+4X, 02

Determinar €l nimero maximo de soluciones basicas posibles y la solucion bésica factible 6ptima.

2.7 Formular y encontrar la solucién éptimadel problema 1.1
2.8 Formular y encontrar la solucién éptima del problema 1.2.
2.9 Formular y encontrar la solucién éptima del problema 1.3.
2.10 Formular y encontrar la solucion optima del problema 1.4.

2.11 Formular y encontrar la solucion optima del problema 1.5.
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3 Programacion Lineal Entera

3.1 Introduccién

Los modelos de programacion lineal consideran que las variables de decision son continuas, es
decir, que pueden tomar en la solucién final valores fraccionados. Pero, en muchos casos, una
solucion Optima de un programa linea puede ser inservible s presenta fracciones.
Supongamos, por gjemplo, que hemos construido un modelo para asignar persona médico a
departamentos dentro de un hospital. En este caso, las variables de decision (asignar personas a
departamentos) tienen que ser enteras en la solucion final. jNo tendria sentido una solucion en
lacua 2,3 médicos fuesen asignados a la seccién de dermatologial

Para poder encontrar soluciones de problemas en los cuaes agunas o todas las variables tienen
que ser enteras, se utiliza la programacion entera, que no es mas que una extension de la
programacion lineal .

Otro tipo de modelos entran dentro de la programacion entera binaria, que es un caso especia
en donde todas o agunas de las variables representan acciones binarias, es decir, “hacer 0 no
hacer”. En este caso, las variables Unicamente pueden adoptar los valores 0 6 1. Este tipo de
problemas es muy comun en la toma de decisiones, en donde muchas veces tenemos que decidir
s, por gemplo, tenemos que construir un nuevo centro, S tenemos que invertir en un nNuevo
departamento, o s tenemos que modificar una estrategia de planificacién de un servicio.

Cuando nos encontramos con este tipo de problemas, la formulacion matemédtica no se ve
alterada; Unicamente en las restricciones de no-negatividad hay que indicar qué variables tienen
gue tomar valores enteros. El problema reside en encontrar soluciones que sean factibles, ya
que e agoritmo Simplex no garantiza una solucion adecuada al problema. En este capitulo,
examinaremos en primer lugar como podemos modificar € agoritmo Simplex para poder
obtener soluciones ¢ptimas. A continuacion, examinaremos algunos problemas de
programacion entera cuyas variables de decision son binarias (decisiones “hacer o no hacer”).

3.2 El algoritmo de bifurcacién y acotamiento

El Algoritmo de Bifurcacion y Acotamiento™ (ABA) se basa en el agoritmo Simplex para
poder obtener soluciones enteras. En primer lugar, se aplica e algoritmo Simplex para obtener
una solucion inicia. S en la solucion obtenida a final del algoritmo Simplex todas las
variables especificadas como enteras tienen valores enteros, no hace fata seguir ya que se ha
obtenido e Optimo; en caso contrario, es necesario aplicar e ABA. Bésicamente, en cada
iteracion del ABA se escoge una variable que presenta una solucion no-entera y se divide e
problema en dos sub-problemas, afiadiendo en cada uno de €ellos una nueva restriccion que
acota esta variable por su valor entero superior en un caso, y por € valor su valor inferior entero
por € otro. Cada sub-problema se resuelve con € método Simplex y se verifica s la solucién es
entera. En caso, contrario, se vuelve a bifurcar € sub-problema en otros dos y se sigue
procediendo hasta que se encuentra una solucion entera.  El proceso se rediza en todas las
ramificaciones del arbol. Aunque este algoritmo pueda parecer complejo, €l proceso es bastante
sencillo. A continuacion examinaremos con un gemplo el ABA.

1% en inglés, “branch and bound agorithm”
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Supongamos que tenemos que encontrar la solucion a problemalineal siguiente:

Max Z = X1 +14X
S.a
X1 +05X; 06

0,5X; +X, 05,5
X1 + X, 06,8
1,4X, +X, 09

X1, Xo enteras

En primer lugar utilizamos € método Simplex para obtener una solucion del programa lineal
relgjado (sin considerar las restricciones que fijan las variables como enteras). La solucién
obtenidaes Z = 8,5; X; = 26 y X; = 4,2. Tenemos que las dos variables ofrecen soluciones
fraccionadas. Hay que aplicar el ABA.

Definamos e problema origina como PO. Escogemos X; y creamos dos sub-problemas P1y P2
a partir del programa original. El primer sub-problema, P1, consistira en el programa origina
PO més la restriccion X; 0 2. El segundo sub-problema, P2, consistira en € programa original
mas larestriccion X; 00 3. Es decir, estamos diciendo que X; no puede coger valores entre dos y
tres. Solucionamos P1y P2.

P1=PO+ X, O 2. Solucion: Z1=8,3; X1 = 2y X, =45
P2=P0+ X; O 3. Solucion: 22 =8,3; X1 = 3y X, =3,8

Los dos sub-problemas obtienen & mismo vaor del objetivo que, como era de esperar, es
inferior al objetivo inicia Z. Sin embargo, ambos problemas siguen incumpliendo las condicién
de soluciones enteras. Tenemos que seguir ramificando. Cogemos € problema P1 y lo
subdividimos en dos nuevos sub-problemas P11 y P12 afiadiendo las restriccion X, [0 4 enunoy
X2 O 5 (manteniendo todas las restricciones anteriores, incluida X; 0 2). Los resultados son 1os
siguientes:

P11=P1+ X, 0 4. Solucién: Z11=7,6; X; =2y X, =4
P12=P1+ X, 0 5. Solucion: Z12=8,0; X; =1y X, =5

En estos dos sub-problemas hemos encontrado soluciones enteras. Como Z11 esinferior a Z12
podemos descartar P11 como solucion valida. Por ahora ya hemos encontrado una solucion que
tiene valores enteros con e problema P12, cuyo objetivo es igua a 8,0. Sin embargo, aln no
hemos acabado € agoritmo. Recordemos que habiamos subdividido € problema original en
dos sub-problemas. AlUn no hemos explorado € segundo sub-problema P2. El valor del
objetivo a solucionar P2 era 8,3, aunque la variable X, seguia sin ofrecer un valor entero.
Como estamos maximizando, podria ser que ramificando P2 en dos sub-problemas se
encontrara una solucién entera superior a la que hemos encontrado con e sub-problema P12.
Laramificacion esla siguiente:

P21 =P2+ X, O 3. Soluciéon: Z21 =8,0; X; = 3,8y X, =3
P22 =P2 + X, 00 4. Sin Solucion.

El problema P22 queda descartado por no tener una solucion factible. Los problemas que aln
estén activos son P12 y P21 y ambos tienen €l mismo valor del objetivo. Pero mientras que P12
tiene soluciones enteras, P21 sigue con soluciones fraccionadas. Por lo tanto, podemos
descartar P21 ya que, s ramificaramos este problema, a afiadir una nueva restriccion € valor
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del objetivo seria inferior (o igual), pero nunca superior. En otras palabras, nunca podriamos
encontrar una solucion mejor que la que tenemos con P12. Como P12 es la Unica rama activa,
ya tenemos la solucién éptima de nuestro problema. Si P21 hubiera dado un valor del objetivo
superior a 8,0 con alguna solucién fraccionada, tendriamos que seguir bifurcando este sub-
problema. El flujo del algoritmo se muestraen la Figura 3.1.

Figura3.1: Arbol del ABA aplicado al jemplo

PO
Z=85;
X1=26 X;=42

' v

P1 P2

PO+ X, 02 PO+ X, 03

Z1=83 Z2=83

X1=2 X,=45 X1=3 X>=38
P11 P12 P21 P22
P1+X,04 P1+X,05 P2+ X,03 P1+X,04
Z11=17,6 Z12=8,0 Z21=8,0
X]_:Z X2:4 X]_:l X2:5 X1:3,8 X2:3
Descartado Optimo Descartado Descartado
Z12< 711 Sol. no entera Sol. no factible

En redidad, con este proceso lo que se estd haciendo es seccionar en cada ramificacion el
espacio de soluciones para explorar s existe una solucién entera. Este proceso puede ser
observado en la Figura 3.2, en donde, para cada sub-problema, se muestra @ segmento del
espacio de soluciones explorado.

El agoritmo de bifurcacion y acotamiento también se utiliza para resolver los problemas de
programacion entera binaria.. La Unica diferencia es que las variables estan acotadas por O y 1.
Si en un sub-problema una variable tedricamente binaria X es igual a 0,6, éste se subdivide en
dos problemas: € primero afiadiralarestriccion X =0y e segundo larestriccion X = 1.
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Figura 3.2: Espacio de soluciones de los sub-problemas

X2

4,2

Xo P1 X > P2
4,51
38| . -
2 X,
X» P11 X, | P12 X,
5P
4 | No
. gb .= factible
|
I | L\
2 Xy 1 X3 38 Xi X1

3.3 Programacion Enteray Solver

Por suerte, hoy en dia cuaquier programa de ordenador para resolver problemas de
programacion lineal incluyen un modulo para resolver situaciones en donde una o mas variables
tienen que ser enteras o0 enteras binarias en la solucion final. Este es € caso del médulo Solver
incluido en la hoja de calculo Excel de Microsoft.

Supongamos que las variables de gemplo del capitulo anterior tinen que ser enteras (ver
Seccién 3.5) . Cuando se introducen las restricciones, tenemos que afiadir una en donde se
escoge las variables en cuestion y se indica que seon enteras, seleccionando “int*” en & men(
de opciones de la direccion de la restriccién (ver Cuadro 3.1). En caso de que tengan que ser
binarias, se escoge laopcién “Bin”.

2 «Int” vinen de “integer”, que en ingles quiere decir “Entero”.

62



Cuadro 3.1: Soluciones enteras con Excel

L=
i Bidin e [mrie Borto Hemeseste Cuis Reglas _ |
DM @R ERm| & - @D L D Fxmia - b-4A2
| =] | =CEE ORI +IT R
LT ioix)
A B c D E F 2]
1
2 |Valor del Objetivo | 0|
3
4 X1 X2
5 Coeficientes del objetive | 1 1]
&
7 X X2
8 Valor de las vanables | | |
9 T — 24
10 Fri'::’mr-'lﬂm g ::”_:'I""" - ! Recurso
11 - | utizade
12 Restriccién (1) == e 0
13 Restriccion (2) 162 8]
14 Restriccian (4) 0 0
15 Restriccian (5) Qg2 0
16 Restriczian (3) 135 0
H“d?- L L 151 —r.JIl

L

3.4 Programacion Entera Binarial: El Problema dela Mochila

El problema de la mochila es un clasico de la investigacion operativa. En esencia, el problema
consiste en llenar una mochila con objetos con pesos diferentes y con valores también
diferentes. El objetivo es la maximizacion del valor total de la mochila con la restriccion de que
€l peso de ésta no puede sobrepasar un limite predeterminado. Este problema ha sido utilizado
en muchas aplicaciones diferentes. Una de ellas consiste en la asignacion de pacientes a una
unidad (un ambulatorio, un quiréfano, etc.) que tiene una capacidad limite. Cada paciente tiene
asociado dos pardmetros: e primero mide la gravedad del paciente respecto a los otros en
términos relativos, y el segundo mide & tiempo de utilizacion del servicio. El problema consiste
en encontrar qué pacientes podran ser atendidos y cuaes habra que derivar a otro centro. Es
evidente que en este problema el nimero de pacientes a ser atendidos es méas elevado que la
capacidad del centro. En este tipo de problemas nos encontramos con la disyuntiva de tenemos
que, por un lado, dar prioridades para intentar atender el maximo de pacientes, y por € otro lado
atender a aquellos que presentan mas gravedad.

Formulacion del problema

Supongamos que tenemos m pacientes a ser programados en un centro.  Los pardmetros que
tenemos que conocer a priori son:

g = vaor cardinal de lagravedad del paciente i
ti = duracion en minutos de laintervencion del paciente i
T =tiempo tota disponible en el centro

y las variables de decision son:
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Xi =1, d sedtiende d pacientei; 0, s no seleatiende.
En este caso todas la variables son binarias y tendremos una para cada paciente.

Una vez definidos los pardmetros y las variables, podemos construir en modelo. Este modelo
tiene una Unica restriccion que, basicamente, define que € total de minutos que los pacientes
atendidos en d centro consumiran no puede exceder € tiempo total disponible T. Como X solo
puede ser igual a0 6 1, el tiempo total consumido por €l paciente i seraigual atX. Si sumamos
X para todos los pacientes, tendremos €l tiempo total consumido por ellos, que no puede ser
superior aT. En términos mateméticos:

g
aAtX £T
i=1

El objetivo consiste en la maximizacion de la “gravedad total” del sistema. En otras palabras,
queremos atender a aquellos pacientes méas necesitados. Tenemos que observar que € problema
no es tan trivial, ya que no vale ordenar los pacientes en funcion de la gravedad e ir llenando “la
mochila” del centro hasta agotar la capacidad, porque un paciente j que presenta un nivel de
gravedad g; puede tener asociado un tiempo de atencion t; muy superior a tiempo conjunto de
dos pacientes K y | (t; > t« + t), que tienen una menor gravedad, pero cuya gravedad conjunta es
superior aladel primero (g;< gk + g1). En este caso, seriamejor incluir alos dos pacientesky |
y no d paciente j. El objetivo vendra definido por lafuncion lineal siguiente:

En definitiva, laformulacion final del modelo seré&:

g
MaxZ=a g X,
i=1
sa
g
At X £T

i=1
Xi=(0,1) i=1..m
Este problema es facil de resolver utilizando € agoritmo ABA ya que Unicamente tiene una
restriccion.

Supongamos ahora que algunos tratamientos son incompatibles con otros. Por gemplo, s se
trata de un quirdéfano, podriamos tener que si operamos al paciente i también podremos operar a
paciente j porque tendremos recursos disponibles (quiréfano preparado, personal adecuado),
pero si no se opera a ningun paciente de tipo i entonces no se podra operar a paciente j. Para
poder introducir esta consideracion tendriamos que afiadir la siguiente restriccion:

Xi O Xj
Es decir, s operamos a paciente i, Xi = 1, o que implica que X; quedara libre para coger €

valor 0 6 1 (sera el modelo quien lo decida). Por otro lado, si X = 0, lavariable X serasiempre
igual 0,y por lotanto el paciente j no podra ser operado.
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Supongamos ahora que €l paciente j Unicamente podra ser operado s tanto € paciente i como €
k son operados. En cualquier otro caso € paciente | no podra ser atendido. Para formular este
tipo de restricciones a veces es muy Util la utilizacion de la “tabla de la verdad”. En esta tabla
se introduce las combinaciones de las X que son factibles. Esta tabla se representa en el Cuadro
3.2.

Cuadro 3.2: TabladelaVerdad

X X X,
0 0 0
1 0 0
0 1 0
1 1 1

La ecuacion de esta restriccion que tendra que afiadirse al modelo es:
Xi + X 02X

Si Xi y X« son ambasigualesa 1, X podra ser igual a0 6 1. En cualquier otro caso, X; siempre
serdigual aO.

Como hemos visto en este gemplo, € uso de variables binarias puede ser muy Util para
modelizar situaciones en donde la decision es “hacer o no hacer”.

3.5 El Problema de Asignacion

El problema de asignacion es otro clasico en los modelos de decisién. En esencia, consiste en
asignar recursos a tareas en funcién de un objetivo ligado a la eficiencia del sistema.  Un
giemplo tipico es € de asignacion de personas a turnos horarios. Otro gemplo es € de asignar
personas a maquinas, o € de asignar regiones a Centros de Atencion Primaria. En este apartado
se presenta € Problema de asignacion como una variante del Problema de Transporte
examinado en el Apartado 2.2.3.

Como vimos anteriormente (apartado 1.2.3) la Compafiia de Seguros Todosalud SA. tiene
Centros de Asistencia Primaria (CAPs) distribuidos en m pueblos y ciudades de una regién (un
CAP en cada centro urbano). Para obtener un buen funcionamiento globa del servicio y poder
planificar el nimero de visitas en funcion del personal previsto en cada CAP y de su dimension,
Todosalud S.A. ha decidido organizar € servicio de tal forma que todos sus asegurados tengan
un CAP de referencia asignado, pero que sea éste € mas cercano posible a su lugar de
residencia. En la region hay m ciudades y pueblos (siendo m bastante mayor que n) y la
compafiia sabe cuantos asegurados tiene en cada uno de ellos. El objetivo es asignar cada una
de las m ciudades a un Unico CAP, minimizando € coste o la distancia total.

La diferencia basica entre este problema y € Problema de Transporte es que en este caso cada
pueblo o ciudad (con la totalidad de sus habitantes) es asignado a un Unico CAP, mientras que
en e otro problema podria darse lugar a que una parte de la poblacién de una ciudad estuviera
asignada a un CAP y la otra a otro diferente. A continuacion examinados los pardmetros y
variables necesarios para la formulaciéon.

En primer lugar se definen los parametros necesarios para formular € modelo. Sea:

* & :ndmero de asegurados en € centro urbanoi, i = 1,...,m.
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= b : nimero total de asegurados que € CAP | puede tener asignados como méximo, j =

1,....n.
= (j:coste de desplazamiento entre i y j.
Las variables que se utilizara son de tipo binario:

» SeaX;=1 s € &eai estdasignadaa CAPj; y 0 en caso contrario.
Una vez definidos los parametros y las variables, necesitamos definir las restricciones del
maodelo. Como en & Problema de Transporte, en esta formulacién hay dos tipos de restricciones.
La primera viene definida por la capacidad de atencion maxima de los CAPs. El nimero total
de asegurados asignados al CAP j no puede exceder su capacidad b;. Para un CAP determinado
j, no podemos asignar las poblacién que la que determina su capacidad maxima

a1X1j+ 62X2j+ .ot a;Xi,~+ .ot amej O bj

Para todos los CAPs, tendremos que:

g
aaX;£tb j=1...n

i=1
El segundo grupo de restricciones tiene que considerar que hemos de asignar la totalidad de los
asegurados de Todosalud SA de cada centro urbano i a un Unico CAP. Para cada éarea,
tendremos que:

Xip+ Xio+ ...+ Xj+ ..+ Xp =1

Es decir, una Unica variable asociada a cada area i puede ser igual a1l. Paratodas las areas:

Finalmente, se tiene que formular e objetivo de minimizacion total de la distancia o coste total
del sistema. Este viene definido por:

Ci X1+ CoXpp+ ... + CinXgn + ... + Cinij + ...+ CuXm1 + ... ¥ CnXimn

gue podemos re-escribir en forma compacta como:

Qo5
. QJOJ
Ny
X

1
iy

mn Z =

1
iy

i=1 j

En resumen, laformulacion completa del modelo esla siguiente:
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mnZ=8 a ¢ X;

i=1 j=1

8
aaX;£b, j=1...n

i=1

Xi=(0,1) i=1,..m j=1..n

Se tiene que observar que este problema presenta la misma peculiaridad que € problema de
Transporte. Para que € problema tenga una solucion factible, e nimero total de asegurados no
puede exceder la capacidad total de los CAPs. Es decir, existe la siguiente restriccion implicita
en & moddo:

b2 Q a

=1

" Qog

I
=

Si esto no se verificara, € problema no tendria solucion.

3.6 Problemas de L ocalizacién de Servicios

¢Cuéantas ambulancias se necesitan en una &ea geogréfica, y donde deberian ubicarse para
asegurar un buen servicio a las llamadas por urgencias? ¢En dénde deberian locdlizarse las
Centros de atencion Primaria en una regién para minimizar € tiempo de desplazamiento de los
usuarios? ¢En donde tenemos que localizar amacenes para optimizar la distribucion de
productos farmacéuticos en un pais? Estas cuestiones, relacionadas con € disefio y la operacion
de los servicios de.atencion y de distribucion, han sido estudiadas durante los Ultimos 25 afios
por un gran nimero de investigadores. Los planificadores tienen que responder a preguntas
como éstas cuando se enfrentan a disefio o a la reconfiguracion de los servicios de urgencias
meédicas, de ambulatorios, de operaciones de distribucidn, o de redes hospitalarias.

Por gemplo, la velocidad de reaccion de un sistema de emergencia a una llamada es € criterio
principal para juzgar € desempefio de los servicios de emergencia. Otra medida es la habilidad
del personal para lidiar efectivamente con la situacién una vez llegado a la escena.  La
localizacion inicial de los servidores (parques de bomberos, garajes de ambulancias, €tc.)
influencia poderosamente la eficiencia de la respuesta.  Esto se reflgja en la gran cantidad de
model os desarrollados para ayudar a los planificadores de servicios de urgencias.

El problema basico trata de localizar servicios que van a permanecer en su ubicacion por un
largo tiempo una vez decidida su localizacion. En otras palabras, su ubicacion serg, sino
definitiva, constante durante un largo periodo de tiempo. La localizacion de estos servicios
puede ser determinante en la evaluacion de la eficiencia de su "desempefic” en la oferta del
servicio en cuestion.
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Efectivamente, el auge de la investigacion operativa en los afios sesenta provoco la aparicion de
un campo especifico dedicado a la localizacion de servicios de en regiones y en zonas urbanas.
En general, estos modelos optimizan uno o varios objetivos en funcion de unos recursos
limitados y/o criterios de cobertura y de atencion. Estos modelos se pueden agrupar en tres
categorias en funcion del objetivo principal. La primera categoria corresponde a modelos cuyo
objetivo principal es la maximizacion de la cobertura de la poblacién siguiendo un criterio
“estandar” (per ejemplo, maximizar la poblacién cubierta por € servicio de ambulancias en un
tiempo maximo de 10 minutos). El segundo grupo corresponde a modelos de localizacion cuyo
objetivo es la minimizacion de la distancia o tiempo medio de acceso a la poblacién. El tercero
consiste en la minimizacion los de costes de transporte de mercancias o de personas y de
localizacion de centros.

Entre estos modelos se han realizado diversas variaciones para intentar reflgjar algunos aspectos
especificos del problema de localizacién. Por g.emplo, hay modelos que no tan solo locaizan
ambulancias, sino que también determinan para cada estacion cual es la combinacion Gptima de
vehiculos, materiales y recursos humanos. Otros modelos estudian € problema de la
locdlizacion teniendo en cuenta e grado de congestion del servicio, intentando obtener un
conjunto de localizaciones que no tan solo optimice la cobertura, sino que de aguna forma
considere la situacion de que un servicio estd ocupado atendiendo una llamada y en su estacion
se produzca otra llamada (modelos de “backup" o servicios auxiliares). Otra linea de trabajo
estudia la situacion en donde la demanda de servicio tiene elementos probabilisticos en funcién
delahoradd dia

En esta seccion formularemos tres model os bésicos de localizacion de servicios.

3.6.1 Modelos de Cobertura

Los modelos de cobertura suelen fijar una distancia estandar D entre un servicio y la poblacién
usuaria. Esta distancia (o tiempo de desplazamiento) se considera como la distancia méaxima
entre usuario y servicio para ofrecer una atencion correcta.  Esta distancia estandar se utiliza
como criterio basico para obtener la ubicacion Optima de servicios.

El Problema de Localizacién de Servicios con Cobertura™
El Problema de L ocalizacion de Servicios con Cobertura (PLSC), en palabras, es €l siguiente:

¢Cud es @ nimero minimo de centros y dénde tenemos que localizarlos para que
toda la poblacién esté cubierta dentro de la distancia estandar D?

El PLSC puede ser formulado de la siguiente forma. Supongamos una red de transporte en
donde existen m nodos 0 &eas, cada uno con una demanda (0 poblacion) determinada del
servicio, y conectados entre ellos por "arcos' (carreteras, calles, etc.), cada uno de ellos con un
tiempo de desplazamiento o una distancia asociados. La localizacion de los servicios se redliza
exclusivamente en los nodos. En otras palabras, Unicamente los nodos de la red son candidatos
a obtener una locaizacion de los servicios, y por otro lado, los nodos también representa los
centros de demanda de los servicios. Muchas veces, en algunas aplicaciones, no todos los nodos
de demanda son candidatos a obtener un centro de servicio (a veces en un nodo se encuentra un
edificio de interés cultural, o simplemente no existe terreno disponible para ubicar un servicio);
por ello sempre en la formulacion del modelo se diferencia entre la demanda (nodos que
requieren del servicio) y la oferta (nodos candidatos a recibir € servicio). En la Figura 3.3 se

2 Eninglés: “Location Set Covering Problem”
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representa gemplo de red de 20 nodos con la cual formularemos algunos modelos de
localizacion.

Figura 3.3.: Red de 20 nodos

En esta Figura, los nodos estén representados por circulos y también se indican las distancias
entre los nodos que estan directamente conectados. El Cuadro A3.1 del anexo 3.A. contiene la
matriz de distancias d;; entre todos |os pares de nodos (i) de lared. Esta matriz es fundamental
en los modelos de localizacion. En general, esta matriz se obtiene calculando, para cada par de
nodos, € “camino més corto” entre ellos, es decir, la distancias mas corta que los une.

Ahora es necesario conocer, para cada nodo de demanda, cudes son las ubicaciones potenciales
donde, s se abre un centro en dlas, @ nodo de demanda estara cubierto dentro de la distancia
esténdar D. Por giemplo, si D = 10, € centro de demanda 4 tiene, como ubicaciones potenciales
de cubrirlo, los nodos 3, 4y 7. En e Cuadro 3.3. se indican, para cada nodo, las ubicaciones
potenciales de cobertura.

Cuadro 3.3.: Ubicaciones potenciaes de cobertura por nodo. D = 10

Nodo a Ubicaciones Nodo a Ubicaciones
Cubrir Potenciales Cubrir Potenciales
1 1,2,8,10 11 5,6,8,10,11,13,14
2 1,2,3,5,8 12 6,9,12,15,16
3 2,345 13 11,13,14,16,17
4 3,4,17 14 10,11,13,14,17
5 2,3,5,6,8,11 15 12,15
6 5,6,7,11,12 16 12,13,16
7 4,6,7,9 17 13,14,17,19
8 1,2,5,8,10,11 18 18,19
9 79,12 19 17,18,19
10 1,8,10,11,14 20 20

Por ejemplo, si ubicamos un centro en €l nodo 8, los nodos 1, 2, 5, 8, 10 y 11 estaran cubiertos,
ya que é esta incluido en € conjunto de ubicaciones potenciales de cada uno de estos nodos de
demanda.

Definamos X; como una variable binaria (0 6 1) que, s es igual a 1, indicara que estamos
abriendo un centro en € nodo j, y que, en caso contrario (igual a 0), & nodo j estara vacio.
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Tendremos tantas variables como ubicaciones potenciales.  Podemos utilizar estas variables
para formular € modelo. Por gemplo, tenemos que, para e nodo 4, podemos escribir la
siguiente restriccion:

X3+X4 +X7|:|1

que indica que como minimo una de las tres variables tiene que ser igual a 1, o, en otras
palabras, que para que € nodo 4 esté cubierto tenemos que abrir como minimo un centro en 3,
4,067.

Si definimos N; como e conjunto de ubicaciones potenciales que cubriran € nodo i dentro de la
distancia estéandar D, (N = {j / dj O D}, para cada nodo demanda i podemos escribir la
restriccion siguiente:

o .
an3 1 i=1..20
i=N;

Este conjunto de restricciones forzardn a que cada nodo esté cubierto. Ahora fata formular el
objetivo. Como queremos minimizar en nimero de centros a ubicar, cuantas menos X; sean
igua al, mejor. Por lo tanto, € objetivo lo podemos formular de la siguiente forma:

%0
MinZ=a X,

=1

Si definimos m como & ndmero tota de nodos de demanda y n como € nimero de total de
ubicaciones potenciales, laformulacion final del Problema de Localizacion con Cobertura es:

g
MinZ=a X,
=1
S.a

ax,s1 i=l..m

i=N;
X =01 j=1,..,n
En e archivo micp.xls esta formulado € problema para nuestro gjemplo, y también se incluye la
matriz de distancias. Se puede utilizar e médulo Solver de Excel pararesolver € problema con
distancias estandar diferentes. En e Cuadro 3.4 se presentan agunos resultados para coberturas

diferentes:

Cuadro 3.4: Resultados con diferentes coberturas

Distancia NUmero minimo Ubicaciones
Estandar D De Centros Finaes
15 3 8,9,19
12 4 3,8,15,17
11 5 3,10,12,18,20
10 6 4,8,12,17,18,20
9 8 4,8,12,15,17,18,19,20
8 9 4,5,8,9,13,15,18,19,20
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Este problema suele tener a veces bastante soluciones Optimas alternativas. EI PLSC puede
modificarse para considerar, por gemplo, la minimizacion del presupuesto. S cada nodo
potencia de obtener un servicio tiene asociado un coste fijo de apertura f; , podemos reformular
el objetivo del problema de la siguiente forma:

%0
Minz=a f,X,

=1

En este caso estamos minimizando €l coste total de apertura de centros. ES muy improbable que
aparezcan soluciones aternativas 6ptimas.

En este problema, lafijacion de la distancia estandar D es determinante de los resultados, por 1o
gue hay ir con mucho cuidado a determinarla.

Supongamos que, en nuestro giemplo, la distancia estandar esta fijada en 10. Al resolver €
PL SC encontramos que la solucién optima es igual a 6 centros, ubicados en los nodos 4, 8, 12,
17, 18 y 20. Pero € sistema no tiene suficiente presupuesto para construir 6 centros.
Unicamente tiene un presupuesto para 4 centros. Como e ndmero minimo de centros para
cubrir la poblacion esigua a 6, con 4 centros no podremos cubrirla por completo. En este caso,
s fijamos en nimero de centros, podemos intentar encontrar sus ubicaciones de forma a
maximizar la cobertura de la poblacién. Este problema es conocido como e Problema de
Localizacion con Cobertura Méxima (PLCM).

El Problema de Localizacién con Cobertura Maxima (PLCM).
Este problema puede ser descrito de la siguiente forma:

¢Donde tenemos que localizar p centros para maximizar la cobertura de la
poblacién dentro de ladistancia estandar D?

Este problema es una extension del PLSC. Para formular € modelo tenemos que afiadir un
nuevo grupo de variables binarias Y;, que denominaremos de cobertura, que seran igual al s €
nodo i esta cubierto por un centro dentro de la distancia estandar D; e igual a 0 si no lo esta.
Como en la solucion final algunos nodos de demanda quedaran descubiertos (ya que no tenemos
suficientes centros para cubrir toda la poblacion), algunas de estas variables seran 0. Cojamos
de nuevo como gemplo € nodo 4. Para que el esté cubierto se tiene que localizar como minimo
un centro en uno de los nodos 3, 4 0 7. Ahoratendremos que escribir la restriccion siguiente:

Xg+ Xy + X700V,

Si como minimo una de las variables de localizacion X es igual a 1, la variable Y, podra ser
también igual a1, y por lo tanto & nodo de demanda 4 estara cubierto. Si, en cambio, todas las
variables X de la restriccién son iguales a 0, la variable de cobertura Y, sera forzosamente igual
a0y d nodo 4 no estard cubierto. Para cada nodo de demanda escribiremos la siguiente
restriccion:

ax,*y i=1..,20

|
i=N;
Otra restriccion es la limitacion del nimero de centros a localizar. En nuestro giemplo hemos

fijado € nimero de centros en 4. ESto quiere decir que Unicamente cuatro variables de
ubicacién X podrén ser igual al. LA restriccidn, en términos matematicos, es.
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ax =4

Finalmente, € objetivo consiste en la maximizacion de la cobertura de la poblacion de la region
en cuestion. En & modelo PLSC todos los nodos quedaban cubiertos, por lo que no hacia falta
preocuparse de la poblacion. En e nuevo modelo, como algunos nodos de demanda quedaran
descubiertos, tenemos que considerar la poblacion de cada uno de ellos. El modelo intentara
cubrir, en primer lugar, aguellos nodos con mayor poblacion (o demanda). El objetivo se
formula mateméticamente de la forma siguiente:

%0
MaxZ=4ad aY,

i=1

En donde a es un parametro que denota € volumen de demanda (en nuestro gemplo,
poblacion) asociada a nodo i. Contra més Y, sean igual a 1, més cobertura obtendremos. La
formulacion final del problemaes:

g
MaxZ=4a aY,
i=1
S.a
ax sy i=i..,m
i=N;
g
ax; =p
j=1
X, %i=(01) j=1..,0 i=1..m

En e archivo plcm.xls esta formulado el problema de méaxima cobertura para nuestro giemplo,
con D =10y p =4. Las poblaciones de cada uno de los nodos se indica en el Cuadro 3A.1 del
anexo. El resultado final se presentaen el Cuadro 3.5.

Cuadro 3.5: Resultados del PLCM en el gemplo

NUmero de Centros 4
Distancia estandar 10
Poblacién Cubierta 88%
Ubicaciones 4.8,12,17
Nodos no cubiertos 18,20

Vemos que con 4 centros pasamos a cubrir € 88% de la poblacion. En otras palabras, mientras
que € nimero minimo de centros necesarios para cubrir toda la poblacion era igua a 6, con 4
centros cubrimos el 88% de ellay Unicamente dos nodos no estan cubiertos.

3.6.2 Modelo de Localizacion P-Mediano

El modelo P-Mediano de localizacion (MPML) tienen que objetivo principa la minimizacion de
la distancia media entre los nodos de demanda y los centros. El problema, en palabras, es €
siguiente:

¢Donde se ubicaran p centros de forma a minimizar la distancia media entre éstos y
los nodos de demanda?
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Para formular este problema necesitamos conocer, como en & problema anterior, la matriz de
distancias y la demanda gque se genera en cada uno de los nodos. En este caso no se utiliza una
distanciaestandar. Las variables de modelo seran:

Xij = 1, s el nodo de demandai es atendido por el centro ubicado en j; O, en caso contrario
W = 1; s ubicamos un centro en j; O, en caso contrario

A continuacién definimos las restricciones. En primer lugar, un nodo de demanda tiene que
estar asignado a un Unico centro. Para forzar esta situacion, para cada nodo de demanda i, la
sumade las Xi; con respecto al indice j tiene que ser igual al. En términos mateméticos:

Ahora bien, € nodo i no podra ser asignado a nodo j s no existe un centro en j. Como la
variable W indica s existe un centro en j o no, tendremos que;

Xij£VVj i=1..m j=1...,n

S no existe ningln centro en j, W, = 0, lo que implica que ninglin nodo de demanda podréa ser
asignado aj. En este caso, todas las variables X;; seran igua a 0.

Finamente, tenemos que fijar e ndmero de centros a abrir. La siguiente restriccion tiene que
ser afadida a modelo:

Finalmente, tenemos que formular € objetivo de distancia media Tenemos que aidi; sera la
distancia total entre la poblacion (o demanda) eni y € centro en j. Si sumamos a;d; para todas
las i tendremos toda la demanda asignada a j. Luego tenemos que sumar para todas las j, y
tendremos la distancia total del sistema. El objetivo es:

_ g 3
MinZ=a a ad;X;

i=1 j=1

Una vez obtenido € vaor de Z, tenemos que dividirlo por la demanda (o poblacion) total del
sistemna para obtener la distancia media entre la demandayy los centros.

En resumen, la formulacién del problema P-mediano es:

) g &
MinZ=a a ad; X;

i=1 j=1
S.a
d
ax”:1 i=1..m
j=1
Xij£V\/J i=1..,m j=1,...,n
d
aw =p



Esta formulacion suele tener muchas variables y restricciones. Por gemplo, s m=n=100
tendremos 10.100 variables y 10.101 restricciones. Existen varias formas de reducir € nimero
de variables y redtricciones, pero aln asi este modelo suele ser bastante grande. Se han
desarrollado varios métodos heuristicos para poder encontrar soluciones del MPML. Una
excelente referencia se encuentraen € libro de Daskin (1995).

3.6.3 El Problema de Localizacion de Plantas con Capacidad

En muchos casos € objetivo principal es encontrar una serie de ubicaciones que minimicen
tanto los costes de transporte como e coste de apertura de los centros. El modeo de
Localizacion de Plantas con Capacidad (MLPC) se describe de laforma siguiente:

¢Cuantos centros se necesitan y dénde hay que ubicarlos para minimizar los costes
totales del servicio sin exceder su capacidad?

Para poder formular  modelo, necesitamos | os siguientes parametros.

a = demandaen & nodo i

d; = distancia entre el nodo de demanda i y € nodo de ubicacion potencial j.
fi = coste de apertura de un centro en el nodo j

Cjj = coste de transporte por unidad de demanday unidad de distancia

C; = capacidad de un centro s se ubicaen j

y las variables que a continuacion se describen:

Xij = demanda del nodo i atendida por el centro en j
W =1, si ubicamos un centro en j; O, en caso contrario.

Un vez definidos los parametros y las variables del modelo, se tienen que formular las
restricciones. En primer lugar, no podemos exceder la capacidad de cada centro. Para que esto
se cumpla, la demanda asignada a cada uno de los centros potenciales j no puede exceder su
capacidad. En términos mateméticos:

g .
aXijECj j=1...,n
i=1

Por otro lado, la demanda de cada uno de los nodos tiene que ser atendida. Es decir:

g
ax;=a i=1....,m

=1

Finamente, un nodo de demanda i no puede ser servido por j § no existe un centro en j.
Mateméticamente,

g
aXij£MVVJ. j=1...,n
i=1
en donde M es un pardmetro con un valor muy elevado (por giemplo, 10'°). Si W

esigua a0, forzosamente todas las X;; serén igual a0. En caso contrario, s W esigual a1, las
variables X;; podran tomar cualquier valor, ya que no tendran ninguna cota superior.
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Ahora fdta definir € objetivo. Por un lado tenemos los costes de apertura, o costes fijos. Por
otro lado, tenemos que minimizar los costes de distribucion o transporte. Estos dos tipos de
costes juegan un papel opuesto en relacion a nimero de centros a ubicar. Mientras que, contra
mas centros aoramos, menor serd el coste de transporte a reducirse las distancias, por otro lado
los costes de apertura aumentaran considerablemente. El modelo buscard € ndmero de centros
que minimice los costes totales. El objetivo se define matematicamente como:

. 8 g &
MinZ=a fW +a a cd; X

ij i
j=1 i=1 j=1

El primer término de del lado derecho de la ecuacion reflgja los costes de apertura.  El segundo
término formulalos costes totales de transporte.

En resumen, € modelo se formula de la siguiente forma:

) 8 g8 8
MinZz=a fW +a a c;d; X;

ij —ij

j=1 i=1 j=1
sa
aXijECJ j=1...,n
i=1
6' p— p—
§1Xij =a i=1..,m
g
a X; £ MW, j=1...,n
i=1
X; 3 O;VVJ. =(0,1) i=1..m j=1...,n

Este problema es de programacion lineal entera mixta, ya que mientras que algunas de las
variables son enteras (en este caso las W son binarias), otras son continuas (las X;; pueden tomar
cualquier valor no-negativo).

Este problema es muy utilizado para ubicar plantas de produccion y depdsitos de distribucion.
Existe un sinfin de problemas de localizacién basados en este modelo.

3.7 Conclusiones

En este capitulo hemos examinado como formular algunos problemas de programacion entera
mixta y binariay como resolverlos con € agoritmo de bifurcacion y acotamiento. Mientras que
algunos problemas son relativamente féciles de resolver con este algoritmo, otros pueden ser
extremadamente “caros’ en términos de tiempo de ordenador, ya que la ramificacién es
exponencial, y en cada rama ddl &bol de agoritmo tenemos que resolver un programa lineal.
La mayoria de programas lineales incorporan un modulo de programacion entera por lo que no
hay que realizar € agoritmo; € propio programa se encarga del proceso. En la hoja de célculo
Excel, para resolver programas con algunas o todas las variables enteras, basta declararlas como
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enteras 0 binarias (3 procede) dentro de la ventana de restricciones (ver archivos de giemplo
plcm.xIsy plsc.xls).
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3.8 Problemas

3.1 Resolver €l problema siguiente con €l algoritmo de bifurcacion y acotamiento:

Max Z = X1 + 2X,
sa
2.1X; +8X; 0155
Xi +12X, 05,6
X, X, OO

Programar €l problema en la hoja de clculo Excel y resolverlo.

3.2 Resolver € problema siguiente con el algoritmo de bifurcacion y acotamiento. En cada iteracion del
algoritmo, utilizar la hoja de calculo Excel pararesolver el sub-problema correspondiente.

Max Z = 4X, X+ X3
s.a
X1 +4X, +X3 0115
5X1  -2X; +4X; 010,22
2,1X; +3X; +3X; 020
X1, X2, X300

3.3 Resolver e problema siguiente con el algoritmo de hifurcacion y acotamiento. En cada iteracion del
algoritmo, utilizar la hoja de calculo Excel pararesolver el sub-problema correspondiente.
Max Z = X1 -Xo + X3
sa
X1 +4X, 0120
X1 + X, +X; >10
22X +4X, +2X3 060
2X;  + 3%, + X3z 050

X, %2, X000

3.4. Unared de atencion sanitaria tiene m ambulatorios y que atienden a n pueblos de una region rural.
La gerencia no esta satisfecha con la asignacion actual entre pueblos y ambulatorios, y quiere reorganizar
la asignacion de forma a minimizar los costes de desplazamiento totales del sistema, siempre que no se
exceda la capacidad de cada uno de los centros. Sean ¢ € coste de transporte entre € pueblo i y €
ambulatorio j, a la poblacion del pueblo i, y g la capacidad del ambulatorio j Formular un modelo de
programacion entera que asigne cada pueblo a un Unico ambulatorio sin exceder la capacidad.

3.5. Unaciudad quiere redisefiar su sistema de ambulanciasy mejorar € servicio, sobre todo en lo que se
refiere a tiempos de atencion. Para ello ha decidido reubicar los gargjes. Se tiene la siguiente
informacion: la ciudad esta dividida en 20 areas. En el Cuadro A3.1 del anexo se presentan |os tiempos
de desplazamiento entre todas las areas y la frecuencia de llamadas por semana en cada una de ellas
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(archivo pob.). Por ahora se dispone de 4 ambulancias ubicadas actualmente en los nodos 5, 7, 16 y 17, y
no se pueden comprar més. El alcalde considera que se tendria que maximizar la cobertura en un tiempo
de 10 minutos, pero también que toda la ciudad tendria que estar cubierta en 15 minutos. Formular €l
problema y resolverlo con ayuda del ordenador. ¢En cuanto a mejorado la cobertura respecto a la
situacion inicial?

Suponer ahora que solo se tiene presupuesto para reubicar dos de las cuatro ambulancias. Reformular €l
problema para que el modelo escoja cuales se tienen que reubicar.
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3.9 Anexo: Datosdelared de 20 nodos

Cuadro 3A.1.: Poblacion de cada nodo y distancias entre nodos

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Pob. 34 65 99 85 95 75 32 34 28 53 52 21 39 98 69 67 22 54 76 90
1 0,0 50 125 212 130 182 235 80 275 90 150 250 215 180 350 285 270 405 370 320
2 50 00 75 16,2 85 13,7 185 60 225 120 130 205 195 210 305 265 275 385 375 350
3 125 75 0,0 8,7 62 114 110 112 150 172 152 182 21,7 252 270 272 29,7 380 394 392
4 21,2 16,2 8,7 0,0 149 157 82 199 122 259 207 192 272 30,7 242 282 352 352 404 447
5 130 85 62 149 00 52 12,7 50 16,7 110 90 120 155 190 220 210 235 330 332 330
6| 18,2 13,7 114 157 52 0,0 75 102 115 130 50 68 115 150 168 158 195 27,8 28,0 29,0
71 235 185 11,0 82 127 75 00 177 40 205 125 110 190 225 160 200 270 270 322 365
8 8.0 60 11,2 199 50 102 17,7 0,0 21,7 6,0 70 170 135 150 270 205 215 325 315 29,0
9 275 225 150 122 16,7 115 40 217 00 245 165 70 180 240 120 160 260 230 282 36,5
10 90 120 172 259 11,0 130 205 60 245 00 80 230 145 90 330 215 180 335 280 230
11} 150 13,0 152 20,7 9,0 50 125 70 16,5 8.0 0,0 118 65 100 218 135 145 255 245 24,0
120 250 205 182 192 120 68 11,0 17,0 70 230 118 00 11,0 170 100 90 190 210 21,2 295
3] 215 195 21,7 272 155 115 190 135 180 145 65 11,0 0,0 6,0 182 7,0 80 19,0 18,0 185
14 180 210 252 30,7 190 150 225 150 24,0 90 100 17,0 6,0 00 242 130 90 250 190 14,0
15/ 350 305 270 242 220 168 160 270 120 330 21,8 100 182 242 00 112 242 110 210 345
16| 285 265 272 282 210 158 200 205 160 215 135 90 70 130 11,2 00 130 120 122 235
171 270 275 29,7 352 235 195 270 215 260 180 145 19,0 8.0 90 242 130 00 200 100 105
18| 405 385 380 352 330 278 270 325 230 335 255 210 190 250 110 120 200 00 10,0 235
190 370 375 394 404 332 280 322 315 282 280 245 212 180 190 210 122 100 10,0 00 135
20 32,0 350 392 447 330 290 365 290 365 230 240 295 185 140 345 235 105 235 135 00
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4 Programacion Multiobjetivo

4.1 Introduccién

Como bien cita Romero (1993), € gran economista de la escuela de Chicago Milton Friedman,
en el primer capitulo de su libro “Teoria de los Precios’ (1962), enfatiza €l caracter multicriterio
de los problemas econémicos a considerar como econdémicos sdlo los problemas en los que
subyace la existencia de criterios multiples. Por € contrario, cuando € problema de decision se
establece en base a un solo criterio, nos encontramos ante 1o que Friedman Ilama un problema
tecnoldgico, en € que no existen problemas de eleccién propiamente dichos. Efectivamente, en
muchas ocasiones, € tomador de decisiones se enfrenta a situaciones en donde existen varios
objetivos a maximizar o minimizar. Por giemplo, en una organizacién sanitaria, por un lado se
puede querer maximizar una medida del bienestar de la poblacion y por € otro minimizar los
costes de implantacién del servicio. O una empresa farmacéutica puede querer maximizar
beneficios, aumentar cuota de mercado, aumentar la tasa de retorno y minimizar € volumen de
stocks. Cuando tenemos mas de un objetivo en un problema, podemos utilizar la programacion
multiobjetivo. En este caso, como la optimizacién simultanea de todos los objetivos es
normalmente imposible, - ya que en la vida real entre los objetivos que pretende optimizar un
centro decisor suele exigtir un cierto grado de conflicto- & enfoque multiobjetivo , en vez de
intentar determinar un no existente Optimo, pretende establecer & conjunto de soluciones
eficientes o Pareto éptimas.

4.2 Espacio de Decisiones y Espacio de Objetivos

Supongamos el programa lineal bicriterio siguiente:

Max Z; = 2X1 - X
Max Z, = -X1 + 5X,
S.a

X1 +X, 08
-Xy +2% 07
Xy 06
X, 04

X, X200

El conjunto de restricciones sigue formando, como en € caso monocriterio, una region factible
convexa, que nos indica todas las combinaciones de las variables de decision X; y X, que
cumplen todas las restricciones del problema.  Este conjunto convexo es conocido como €
espacio de decisiones. Los puntos extremos también pertenecen al espacio de decisiones. Como
explicamos en el capitulo 3, el valor optimo del objetivo siempre correspondera a valor de las
variables en uno de estos puntos extremos. En e cuadro 4.1 se presentan los vaores de las
variables y de los objetivos en cada uno de los puntos extremos del g emplo.
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Cuadro 4.1: Vaoresdelas variablesy objetivos en los puntos extremos

Puntos

Extremos X1 X, Z Z,
A 0 0 0 0
B 0 3 -3 15
C 1 4 -2 19
D 4 4 4 16
E 6 2 10 4
F 6 0 12 -6

En la Figura 4.1 tenemos dibujado € espacio de decisiones del gjemplo. Los puntos A, B, C D
y F corresponden a los puntos extremos del problema, y € punto G es una solucion factible. .
Como para cada valor de X; y de X; podemos encontrar €l valor de los objetivos, podemos
también representar en un gréfico los vaores de los objetivos que corresponden a cada uno de
estos valores de X; y X; que son factibles para el problema. En la Figura 5.2 se representa la
region factible en el espacio de objetivos. Por gjemplo, cada punto extremo en € espacio de
decisiones corresponde también a un punto extremo en el espacio de objetivos.

Si estuvieramos Unicamente maximizando €l primer objetivo, éste seriaigua al0y Xs =6y Xo
= 2, que corresponde a punto extremo E. En este punto extremo e valor del segundo objetivo
no es Optimo, ya que es igual a 4, mientras que € valor dptimo se alcanza en € punto extremo
C, y esigua a 19. Por lo tanto, una solucién Optima para uno de los objetivos nos da una
solucion muy deficiente para € segundo. Pero, por otro lado, tenemos que encontrar una
solucion Unica de las variables de decision que a su vez determinard € vaor de los dos
objetivos. En este caso, tenemos que encontrar una solucion de compromiso para los dos
objetivos. Esta solucién puede no dar un resultado 6ptimo de los objetivos, pero tiene que ser
una solucién satisfactoria para ambos. Para ello se define @ concepto de no-inferioridad o de
eficiencia. Diremos que una solucién es no-inferior (o eficiente) s no existe ninguna otra
solucion del problema que de un valor mejor de los objetivos, 0 que mejore un objetivo degjando
a otroigual.

Observemos las Figuras 4.1 y 4.2. El punto H seria € punto ideal, ya que es donde ambos
objetivos alcanzan su valor Optimo. Sin embargo, este punto no es factible. El punto G es
factible pero es un punto inferior porque podemaos encontrar otro punto factible que da un mayor
valor de ambos objetivos (por gemplo, € punto extremo D). Por otro lado, e punto D es no-
inferior, porque no podemos encontrar otra solucion factible del problema sin tener que
empeorar uno de los objetivos. Recordemos que estamos maximizando ambos objetivos.
Ahora podemos definir e conjunto de puntos no-inferiores.  Gréficamente, este conjunto
corresponde a borde de la region factible en el espacio de decisiones entre los puntos extremaos
C-D-E-F. Cuaquier valor de Z; y de Z; situado sobre esta frontera corresponde a un punto no-
inferior. Cualquier punto situado en €l interior del conjunto sera una solucién inferior, y por lo
tanto no nos interesa considerarla.
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Figura4.1: Espacio de decisiones
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Una vez obtenido € conjunto de puntos no-inferiores en el espacio de objetivos, tenemos que
escoger uno que nos dé la solucion find del problema.  Aqui es donde entran las
consideraciones subjetivas del decisor ya que, en muchos casos, las unidades de los objetivos
son diferentes, El decisor comparara los diferentes puntos eficientes y los intercambios que se
producen a pasar de un punto no-inferior a otro punto. En otras paabras, a pasar del punto D
a punto E en nuestro giemplo, € decisor valorara la diferencia entre € beneficio adicional que
obtiene a aumentar Z; con la reduccion del valor de Z,. Esta es una de las grandes ventgjas de
la programacion multiobjetivo, ya que ofrece a decisor diferentes soluciones alternativas
eficientes. El decisor escogera aquella que crea mejor y se puede apoyar en otros métodos para
poder discriminar entre las diferentes soluciones.

Hasta ahora hemos examinado € problema de maximizacion de dos objetivos. Pero en muchas
situaciones tenemos que maximizar un objetivo y minimizar € otro, o minimizar los dos
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objetivos. En este caso, la frontera de eficiencia adopta formas diferentes en funcién de la
caracteristica de los objetivos. En la Figura 4.3 se muestran estas formas diferentes.

Figura4.3: Fronteras de eficiencia

Max Max

Max i
Min Min Min

Max Max

4.3 M étodos de Resolucién

Existen dos métodos clasicos para poder generar las soluciones no-inferiores de un problema
multiobjetivo: € método de los pesos y € método de las restricciones. Ambos métodos
intentan generar todos los puntos no inferiores del espacio de objetivos, s bien que, una vez
aplicados, no garantizan la obtencion de todos €llos.

4.3.1 El Método de larestriccion

El método de la restriccion consiste basicamente en la transformacion del problema
multiobjetivo en un problema con un Unico objetivo a maximizar o minimizar, para poder asi
utilizar los métodos de resolucién clasicos como e Simplex. En esencia, todos los objetivos del
problema, menos uno, se introducen en € conjunto de restricciones fijando arbitrariamente €
lado derecho de cada nueva restriccion (una por objetivo)  Marglin (1967) demostro que la
solucion de este nuevo problema también da una solucion eficiente.  El procedimiento paso a
paso es e siguiente para un problema bi-objetivo en donde los dos objetivos son de
maximizacion:

En primer lugar, solucionamos € problema con e primer objetivo Z; y, una vez obtenido €
valor de las variables de decision, caculamos € valor del segundo objetivo Z, . A continuacion,
solucionamos e problema con e segundo objetivo Z, y una vez obtenido € vaor de las
variables de decision, calculamos e vaor del primer objetivo Z; . Por ahora ya tenemos dos
puntos eficientes del espacio de objetivos. El siguiente paso es escoger una de las funciones
objetivo (por egemplo, escogemos Z;) y ponerla como restriccién. Supongamos que Lo
corresponde a vaor de Z, cuando maximizamos Z; . Si afiadimos la restriccion Z, 0 L, y
solucionamos € problema, volveriamos a obtener la misma solucién para Z; . Pero si afladimos
la siguiente restriccién Z, O L, + ©, en donde © es un valor positivo relativamente pequdio, y
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solucionamos €l problema, es posible que la nueva solucion de Z; sea inferior o igua, pero
obviamente nunca superior, ya que a afiadir una nueva restriccién, estamos reduciendo €
espacio de decisiones factible. Por lo tanto, a medida que vamos incrementando € valor de® y
resolviendo nuevas instancias del problema, vamos generando nuevas soluciones de Z; . El
proceso se para cuando el lado derecho de la restriccion, L, + ©, alcanza € valor optimo de Z».
El problema reside en encontrar € valor de © adecuado para poder generar e maximo nimero
de puntos eficientes en e espacio de objetivos. En otras palabras, se trata de encontrar €
nimero adecuado de problemas lineales a resolver. A continuacion vamos a exponer como se
resuelve e giemplo multiobjetivo de este capitulo. El modelo original es € siguiente:

Max Z; = 2Xy - X
Max Z, = -X1 + 5X,
S.a

X1 +X; 08
-Xi +2X 0O7
X1 HRG)
X, 04
X, X 00

Si resolvemos € problema Unicamente con el primer objetivo, Z; , tendremos que la solucion de
las variables de decision correspondiente es Xq, =6, X, = 0, Z; = 12y, Z, = -6, que corresponde
a punto extremo E. Por e contrario, s resolvemos e problema Unicamente con € segundo
objetivo, Z» , tendremos que la solucion de las variables de decision correspondiente sera X;, = 1
, Xo = 4,72y = -2y, Z, = 19, correspondiente al punto extremo D. Ya tenemos dos punto
extremos eficientes. Ahora se trata de generar otros puntos extremos eficientes del problema.
Siguiendo lo expuesto anteriormente, introducimos la ecuacion del segundo objetivo como
restriccion adicional del modelo, con el lado derecho igual a—6+ ©, de la siguiente forma:

X+ X 0 -6+°
gue, multiplicando ambos lados por —1, es equivaente a:

Xy -X06-°
Supongamos ahora que vamos aumentando arbitrariamente € valor de © en cinco unidades (° =
5,10,15,20,..) hasta llegar a © = 25, ya que en este punto €l lado derecho sera igual a valor

Optimo de Z, (19). Para cada valor de ° resolvemos e problema utilizando € método Simplex.
En el Cuadro 4.2 se exponen los resultados:
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Cuadro 4.2: Resultados del método de larestriccién, jemplo 4.2

Puntos
a 6-a X1 X2 Z1 Z dela
frontera
0 6 6 0 12 -6 F
5 1 6 1 11 1 T
10 -4 6 2 10 4 E
15 -9 5,7 2,8 7,5 9 U
20 -14 4,3 3,7 5 14 \Y
25 -19 1 4 -2 19 C

Como podemos ver en esta tabla, a medida que incrementamos el valor de ©, @ valor del primer
objetivo se va reduciendo debido a la nueva restriccién, que cada vez més acota € espacio
factible de decisiones. Por otro lado, como es de esperar, € segundo objetivo aumenta a
incrementar ©, hasta alcanzar su valor Gptimo cuando incluimos larestriccion X; - X, O -25, que
esequivalentea-X; + X, 0 25.

La pregunta que a continuacion nos hacemos es. ¢hemos escogido unos valores aceptables de ©?
O, en otras paabras, ¢hemos generado todos los puntos extremos eficientes en e espacio de
objetivos? La respuesta, en este caso, es negativa. Esto |o podemos observar en la Figura 4.4.
Como podemos ver, hemos generado todos los puntos extremos que conociamos anteriormente,
excepto e punto D. Esto es debido a que € incremento de © gilicado a lado derecho de la
restriccion cuando estébamos en € punto V ha sido superior a valor del segundo objetivo en €
punto D. Efectivamente, en € punto V, Z, = 14 y d aumentar © en cinco unidades, estabamos
acotando por debajo en 19 la restriccion correspondiente al segundo objetivo. En este caso,
nunca podriamos encontrar € valor de Z, correspondiente a punto D.

Figura 4.4: Puntos eficientes del gemplo 4.2

Z,
C
LI Soluciéon
Rl ..
e eficienteno

encontrada

e v

----------- Puntos no-inferiores
Como hemos visto, € método de la restriccion no garantiza la obtencién de todos los puntos

extremos en e espacio de objetivos.  Es importante escoger vaores de © adecuados para poder
generar el maximo de puntos eficientes posibles.
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Si e objetivo que escogemos para incluirlo en € conjunto de restricciones es de minimizacion,
tendremos que cambiar la direccion de la desigualdad. En este caso tendremos que acotar la
ecuacion de lasiguiente forma: Z, O L-©°.

4.3.2 El Método de los Pesos

El método de los pesos es otro procedimiento similar a de la restriccién para generar los puntos
eficientes del espacio de objetivos. También se trata de transformar el programa multiobjetivo
en un programa con un Unico objetivo para poder utilizar e método Simplex y generar asi
soluciones eficientes. En este caso, basicamente se forma un Unico objetivo sumando los dos
objetivos del modelo ponderados por unos pesos relativos. Para obtener diferentes puntos
eficientes estos pesos relativos se van modificando. En cada modificacion se resuelve €
problema con e nuevo objetivo resultante. Volvamos a giemplo de la seccion anterior. Los
objetivos son los siguientes:

Max Z; = 2X1 - X2
Max Z, = -X1 + 5X,

Ahora tenemos que formar un Unico objetivo. Si definimos w; y w, como los pesos asociados a
primer y segundo objetivo respectivamente, podemos escribir € nuevo objetivo de la siguiente
forma

Max Z=w1Z; + WoZ,

Si fijamos wi=1 y w,=0 estaremos resolviendo Unicamente € problema con € primer objetivo.
Si, a contrario, fijamos wy;=0 y w,=1 encontraremos la solucién del problema de maximizacion
con € segundo objetivo exclusvamente. S fijamos vaore intermedios, iremos obteniendo
soluciones intermedias eficientes. Esto es debido a que, al cambiar los pesos relativos, estamos
modificando la pendiente del nuevo objetivo, y podemos ir encontrando puntos extremos
diferentes en € espacio de decisiones. Una vez obtenida la solucién de las variables de
decision, podemos calcular € vaor de cada uno de los objetivos. Como la nueva funcién
objetivo también encuentra su maximo en un punto extremo (propiedad basica que hemos visto
en & capitulo de métodos de solucion), los puntos obtenidos en el espacio de objetivos también
seran eficientes. A continuacion resolveremos nuestro g emplo con € método de |os pesos.

En primer lugar formamos la nueva funcién objetivo:
Max Z= W]_(ZX]_ - X2)+ Wz(-xl + 5X2)

gue es equivalente a:

Max Z= (ZW]_ - Wz) Xy + (-Wl + 5W2) X5
sujeto a conjunto de restricciones original.
Ahora se trata de ir fijando valores a los pesos arbitrariamente para ir encontrando soluciones
diferentes del problema. En & Cuadro 4.5 se presentan los resultados obtenidos. Como
podemos ver, a medida que aumentamos € vaor de w, y reducimos e vaor de w; vamos dando

mas importancia a segundo objetivo en detrimento del primero. Los valores obtenidos para los
objetivos son eficientes, como podemos observar en la Figura 4.5, s bien que no hemos
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conseguido generar todos los puntos eficientes del espacio de objetivos. Como en & método
anterior, € procedimiento de los pesos no garantiza la obtencion de todos los puntos eficientes.

Cuadro 4.5: Resultados del método de larestriccion, gjemplo 4.1

Puntos
Wi W X1 X2 Z; Z dela
frontera
1 0 6 0 12 -6 F
0.80 0.2 6 2 10 4 E
0.60 0.4 4 4 4 16 D
0.4 0.6 4 4 4 16 D
0.2 0.8 1 4 -2 19 C
0 1 1 4 -2 19 C

Un problema adicional de este método es €l fijar unos valores relativos de los pesos, debido a
gue las unidades de los objetivos suelen ser diferentes. Por gjemplo, s por un lado estamos
maximizando la cobertura de la poblacion y por € otro maximizamos los beneficios, los pesos
relativos que apliquemos tienen que reflgjar la relacion de estas unidades. Si la cobertura de la
poblacién en cuestion esta en torno a 10.000 de personas y los beneficios entorno a 10.000.000
de pesetas, tenemos que la relacion es de 1 a 1.000. En este caso, € vaor del peso asociado al
primer objetivo tiene que reflgjar esta relacion, ya que si no e segundo objetivo siempre tendra
una importancia muy superior y “pesard’ siempre mucho més que e primer objetivo cuando
utilizamos este método. En este caso fijariamos valores de w; cercanos a 1.000 y de w, cercanos
al.

Figura 4.5 Solucién obtenida con el método de los pesos

Solucion
eficienteno
encontrada

Si tenemos que Z; es de maximizacion y Z, es de minimizacién, € nuevo objetivo seria €
siguiente:

Max Z= WlZl - WzZz

Por e contrario, s ambos objetivos son de minimizacion, tendremos que minimizar € siguiente
objetivo:

MinZ=wZ; + WoZs
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4.3.3 Extensiones de la programaci én multiobjetivo.

Hasta ahora nos hemos ocupado del caso de problemas con dos objetivos, pero en muchas
situaciones podemos tener més de dos objetivos. Los métodos de la restriccion y de los pesos
siguen siendo vdlidos, aunque degan de ser bastante eficientes ya que € nimero de
combinaciones que tenemos que realizar aumenta exponencialmente. Por gjemplo, s utilizamos
el método de los pesos en una formulacion con cuatro objetivos, tendremos que definir cuatro
pesos y asignarles muchas combinaciones de valores diferentes. Lo mismo sucede con €
método de la restriccion.  Existen otras técnicas, como la programacion por metas, que permite
definir prioridades entre los diferentes objetivos y asi eliminar muchas combinaciones diferentes
de problemas a solucionar.

En la programacion multiobjetivo es muy importante que exista una gran interaccién entre €l
decisor y € problema. El decisor tiene que escoger una Unica solucién eficiente entre muchas y
es por esto que la curva de intercambio (o de €eficiencia) es muy Util, porque permite redizar un
andisis marginal, preguntandose cuestiones del tipo ¢si voy del punto D d punto E, ¢me
compensa € aumento del primer objetivo la pérdida que pasa en e segundo? Esta interaccion
puede ser muy (til también en situaciones con muiltiples objetivos. El decisor puede fijar a
priori algunos de los pesos, o0 dar algin limite inferior o superior para acotar asi € campo de
soluciones diferentes en € espacio de objetivos.

Otro problema de la programacién multiobjetivo es la representacion del espacio de decisiones.
Como hemos visto en este cépitulo, en problemas bi-objetivos esta representacion es
relativamente sencilla, ya que se puede redizar en un simple gréfico cartesiano. Si pasamos a
tener tres objetivos, a querer realizar una representacion cartesiana, tendriamos que definir un
gréfico de tres dimensiones, que complica bastante el asunto. Con mas de tres objetivos, este
tipo de representaciones ya no es factible. Sin embargo, existe otro tipo de representaciones que
pueden ser (tiles para mostrar € espacio de objetivos. En las Figura 4.6 se muestran dos de
estos tipos de representaciones para tres soluciones diferentes de un problema con cinco
objetivos.

Figura 4.6: Representaciones gréficas de soluciones
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4.4 Problemas

4.1 Considerar el programalineal bi-objetivo siguiente:

Max Z = -2X4 + X5
Max Z = X, -2%
sa
Xy +4X; 08
X1 +X, 05
X, X, OO

Utilizar en método gréfico para encontrar €l espacio dedecisiones y € espacio de objetivos. Sefidar
cuales son las soluciones eficientes.

4.2 Supongamos el programa lineal bicriterio siguiente:

MaxZy=  Xp +2% -Xs
Max 22 = _Xl + 4X2 + X3
s.a

Xy +4X, +X3 012
5X; -2X, +4X; 011
2X; +3X; +3X3 020

X1, X2, X300

Solucionar € problema bi-objetivo con e método de los pesos y encontrar todas las sol uciones eficientes.

4.3 Utilizar e método de los pesos para solucionar € problema siguiente:

Max Z]_ = _Xl + X2 + 2X3
Min 22 = X]_ +5X2 + 'X3
s.a

2X;  +8X%, -Xs 020

-X1 +X, +X3 030

2X; +3X, +Xg 050
X1, X, Xz 0
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4.4 Considerar el programalineal bi-objetivo siguiente:

Max Z = -3Xy 2%,
Max Z = Xy 2%
sa
Xi +4X; 08

X, +2X, 09
2Xy +X, 08
X1 +X, 05
X3, X, OO

Solucionar el problema con el método de |as restricciones

45 Utilizar el método de los pesos para solucionar el problema siguiente:

Min Z]_ = ZX]_ + 3X2 - 2X3
Min Z, 4x; 5Xo  +7X3
s.a

2X;  +8X%, -X; 020

-Xy +X, +X3 030

2X; +3X, +X3 050

Xy -3X; +2X3 054

2X;  + 9%, -X; 037
X1, X, Xz 0
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5 Gestidon de Colas

En la mayoria de las organizaciones existen giemplos de procesos que generan colas de espera.
Estas colas suelen aparecer cuando un usuario, un empleado, una maquina o una unidad tiene
gue esperar a ser servidas debido a que la unidad de servicio, operando a plena capacidad, no
puede atender temporalmente a este servicio. Un tipico ejemplo de colas de espera que ilustra €
problema es un vigje en avion. Primero, para comprar € hillete podemos tener que hacer cola
en la ventanilla correspondiente. Una vez obtenido € hillete, tendremos que hacer cola para
facturar € equipaje y obtener las tarjetas de embarque. Después hacemos cola para pasar por €l
detector de metaes y finalmente esperamos en cola en la sala de embarque. Una vez dentro del
avion, tendremos que esperar a que los pasajeros cologquen sus bolsas de mano para poder |legar
anuestro asiento. Cuando € avién se dirige hacia la pista de despegue puede encontrar con una
cola de aviones esperando su turno para despegar. Cuando llega a su destino, puede dar unas
cuantas vueltas antes de tener permiso para aterrizar. 'Y finamente, cuando se asigna una puerta
de desembarque para € avion, tendremos que esperar a que lleguen las maletas. En este vigje,
es posible que hayamos sido miembros de por lo menos diez colas. Y eso sin considerar la
experiencia en colas de la propia compafiia aérea para este mismo vigie. El avién en € cua
vigjabamos tiene que esperar en cola para repostar, ser inspeccionado, asignarle una puerta
determinada, una tripulacién, una carga de comidas, una ruta especifica, etc. De ahi que las
compafiias aéreas se preocupan de gestionar sus operaciones lo méas eficientemente posible, y
tratar de reducir a minimo € tiempo de espera en redlizar dichas operaciones.

Los sistemas sanitarios también se enfrentan a este tipo de problemas. Las listas de espera son
muy comunes en muchos procesos quirlrgicos dentro de una red sanitaria, y a nivel
ambulatorial es muy comuin la existencia de personas esperando a ser atendidas en un Centro de
Asistencia Primaria.  Los sistemas de urgencias muchas veces se ven congestionados siendo €
tiempo de espera crucia. Los modelos de gestion de colas intentan simular € sistema en donde
puede existir congestion (y por lo tanto, colas) y generan una serie de parametros —que veremos
en este capitulo- que permiten evauar € sSistema actual y evaluar la redizacion de
modificaciones en el servicio en cuestion.

5.1 Descripcion de un sistema de colas

Un sistema de colas tiene dos componentes basicos. la colay € mecanismo de servicio. En la
figura 5.1 se presenta un esquema de una colasimple.

Figura5.1: Esguemade Cola Simple

0/‘0 .oo—@\

Llegadas

| Sistemade
/ colas

Colade Servidor
era (mecanismo
= de servicio)

Pueden existir varias configuraciones de colas mas complegjas. En la Figura 5.2 se exponen
otros tipos de configuraciones de sistemas de colas.
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Figura5.2: Configuraciones de colas

L O KO HO

Sistema de colas en paralelo

L 1O

Sistema de colas en serie

L 1O

Sistema complejo de colas

El proceso béasico en la mayoria de los sistemas de colas es € siguiente. Los clientes que vienen
a procurar un determinado servicio se generan a través del tiempo en una fuente de entrada.
Estos clientes entran dentro del sistemay se unen a una cola. En un determinado momento, se
selecciona uno de los clientes para poder proporcionarle el servicio en cuestion, mediante lo que
se denomina la disciplina de servicio. Esta disciplina es la que rige € mecanismo de atencion.
Una vez seleccionado € cliente, este es atendido por € mecanismo de servicio. Una vez
terminado € servicio, € cliente sale del sistema.

En generd, un sistema de colas tiene una poblacion potencial infinita. Es decir, que € tamafio
de la cola es muy pequefio respecto a potenciad de usuarios del sistema. Por gemplo, un
ambulatorio de urgencias en general cubre una region con poblacién grande comparado con las
posibles urgencias que se puedan generar. Ahora bien, existen casos en donde la poblacion es
finita respecto del tamafio de la cola. Esto puede suceder en la farmacia de un hospital, en
donde la pablacion potencia la forma las enfermeras y ATS. En un momento dado puede
formarse una cola considerable. Como los calculos son mucho méas sencillos para € caso
infinito, esta suposicidn se emplea casi siempre.

Otro factor a tener en cuenta es e patron estadistico mediante € cual se generan los clientes a
través del tiempo. La suposicion norma es que € proceso se genere siguiendo un proceso de
Poisson, que veremos més adelante en este capitulo. Si e proceso de llegada es Poisson, €
tiempo entre cada una de las llegadas sigue una distribucién exponencial.

Otro factor importante a tener en cuenta en un sistema de colas es la “ fuga” de agun cliente.

Al modelizar la cola hay que considerar s una persona que lleva dentro de la cola un rato,
desiste de ser atendida, cansada de esperar, abandonando la cola.
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Como hemos mencionado anteriormente, la disciplina de la colarige € sistema de entrada en €l
mecanismo de servicio. La mayoria de los sistemas utiliza € método “First In First Out”,
conocido como FIFO. Otros sistemas pueden ser de tipo aeatorio, o de acuerdo con un sistema
de prioridad previamente establecido.

El mecanismo de servicio consiste en una 0 més instalaciones de servicio, con cada una de ellas
con uno 0 méas canaes de servicios, llamados servidores. Los clientes son atendidos en estos
servidores. El tiempo que transcurre desde € inicio ddl servicio para un cliente hasta su
terminacion se llama e tiempo de servicio (o duracion del servicio). Un modelo de sistema de
colas tiene que especificar la distribucion de probabilidad de los tiempos de servicio de cada
servidor (y tal vez para digtintos tipos de clientes), aunque normamente se supone la misma
distribucion para todos los servidores. Una vez més, la distribucion exponencia es la mas
empleada en los tiempos de servicio.

5.2 Objetivos de la gestion de colas

En los modelos de colas existen dos objetivos: por un lado la minimizacion del tiempo de
esperay por € otro la minimizacion de los costes totales de funcionamiento del sissema. Estos
objetivos suelen ser conflictivos, ya que para reducir €l tiempo de espera se necesitan poner mas
recursos en € sistema, con € consiguiente aumento de los costes de produccién.  En muchos
casos € tiempo de espera es dificil de determinar, sobretodo cuando se trata de un sistema en
donde seres humanos estan implicados. En la Figura 5.3 podemos ver la disyuntiva entre €
coste de esperay € coste de produccion.

Figura’5.3: Costes de un sistemade colas

Costes de espera Costes de produccién Costestotales

1
H

Nival de carvicin

Nival de cervicin Nival de cervicin

Si pudiéramos sumar ambos costes, el coste total alcanzaria su minimo en € punto H. En este
punto € nivel de servicio es éptimo. Sin embargo, en muchos casos la obtencion “objetiva’ de
este resultado puede ser muy complicada ya que, como se ha indicado anteriormente, la
cuantificacion del tiempo de estera en valores monetarios puede ser harto complicada y
subjetiva.

Por lo tanto, en genera se intenta llegar a una solucion que sea “légica’ en funcion de los

valores que adopten los diferentes parametros del modelo. En la seccion siguiente se examinan
estos parametros.
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5.3 Medidas del sistema

Existen dos tipos de medidas para poder valorar un sistema en donde pueden aparecer colas:
medidas “duras’ y medidas “blandas’. Estas Ultimas estén relacionadas con la calidad del
servicio.  Por gjemplo, no es lo mismo esperar 15 minutos de pie haciendo cola en un
ambulatorio sin refrigeracién y poco ventilado que esperar d mismo tiempo en una sda de
espera con butacas confortables, revistas, aire acondicionado y misica clasica de fondo. El
paciente valorara mucho més 1 minuto de espera en e primer caso ya que representa un coste
mucho més elevado en términos de confort. En otras palabras, seguramente un minuto de cola
en e ambulatorio equivale a muchos minutos de espera en la sala de espera confortable. La
gestién cuantitativa de las colas no se ocupa de estos aspectos cualitativos (que no por ello dejan
de ser importantes) sino que da valores a una serie de medidas “frias’ 0 “duras’. Las medidas
duras més utilizadas en los modelos de gestién de colas y su notacion estandar son las
siguientes:

Tasamediade llegada, é

Tasamediade servicio, i

Tiempo medio de esperaen la cola, W,

Tiempo medio de estanciaen € sistema, W;

NUmero medio de personas en lacola, Lq

NUmero medio de personas en € sistema, W;

Porcentaje de ocupacion de los servidores, Py

Probabilidad de que hayan x personas en laen € sistema, Py

En los siguientes apartados iremos examinando estos conceptos.

5.4 Un sistema de colas elemental: tasa de llegada y de servicio constantes

Supongamos gue tenemos un sistema en donde tanto la tasa de llegada (en personas por unidad
de tiempo) como € tiempo de servicio son constantes. En este caso, podemos tener las tres
situaciones siguientes:

5.4.1 No hay cola, tiempo ocioso del servidor

Supongamos gue tenemos un sistema en donde cada 6 minutos, exactamente, [lega una persona
a un ambulatorio. O, en otras palabras, la tasa de llegada es exactamente de 10 personas por
hora. Supongamos que la tasa de servicio del médico (del servidor en términos técnicos) es de
12 personas por hora siempre, ni una mas ni una menos. En esta situacion nunca se formara una
cola porque e servidor puede mangar perfectamente las llegadas. Incluso ya sabemos que €
servidor estara ocioso un 16,6% de su tiempo, ya las llegadas necesitan Unicamente de 10/12, o
83,33% de la capacidad de servicio.

5.4.2 No hay cola ni tiempo ocioso del servidor.

Siguiendo € gemplo anterior, supongamos que la tasa de servicio pasa a ser igua a 10 personas
por hora, es decir, exactamente igua que la tasa de llegada. En esta situacion es imposible que
se forme una cola, pero por otro lado € servidor estara ocupado 100% de su tiempo y trabgjara a
plena capacidad.
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5.4.3 Formacion de colay sin tiempo ocioso en e servidor

Ahora supongamos que la tasa de servicio pasa a ser igua a 8 personas por hora, mientras que
siguen llegando pacientes cada 6 minutos exactamente. En esta situacion se formara una cola
que ira creciendo, ya que € servidor no puede absorber toda la demanda de servicio y los
pacientes se iran acumulando . La cola de llegadas no servidas inmediatamente ira creciendo a
una tasa de 2 personas por hora, € es decir € exceso de llegadas partido por las personas
servidas. Por giemplo, a cabo de ocho horas, tendriamos 16 personas en la cola.

El hecho de que hayamos asumido unas tasas de llegada y de servicio constantes hasta ahora
facilita los calculos para obtener informacién sobre € sistema.  Pero la situacion se complica s
nos trasladamos a la situacion mas redlista, en donde las tasas de llegada y de servicio no son
constantes, sino que siguen una determinada distribucién probabilistica. Por gemplo, s las
llegadas y los tiempos de servicio estuviesen distribuidos aeatoriamente a lo largo de la
jornada, aunque la capacidad de los servidores sea suficiente para absorber la demanda, puede
pasar que un grupo de pacientes llegue en bloque y formen durante un tiempo una cola. Y, por
otro lado, s durante un tiempo no llegan més pacientes, la cola puede ser reducida por €
mecanismo de servicio. En las siguientes secciones examinaremos algunos de estos casos.

5.5 Lasdistribuciones de Poisson y Exponencial

5.5.1 Ladistribucién de Poisson

Esta distribucion es muy frecuente en los problemas relacionados con la investigacion operativa,
sobre todo en €l area de la gestion de colas. Suele describir, por jemplo, la llegada de pacientes
a un ambulatorio, las llamadas a una centralita telefénica, la llegada de coches a un tlnel de
lavado, € nimero de accidentes en un cruce, etc. Todos estos giemplos tienen un punto en
comun: todos ellos pueden ser descritos por una variable aleatoria discreta que tiene valores no-
negativos enteros (0,1,2,3,4...). El nimero de pacientes que llegan a ambulatorio en un
intervalo de 15 minutos puede ser igual, a0, 1, 2 3...

Sigamos con e gjemplo del ambulatorio. La llegada de pacientes se puede caracterizar de la
formasiguiente:

1. El nimero medio de llegadas de los pacientes para cada intervalo de 15 minutos puede ser
obtenido a través de datos histéricos.

2. Sidividimos €l intervalo de 15 minutos en intervalos mucho mas pequefios (por jemplo, 1
segundo), podemos afirmar que:

2.1 Laprobabilidad de que exactamente un Unico paciente llegue al ambulatorio por segundo es
tiene un valor muy reducido y es constante para cada intervalo de 1 segundo.

2.2 La probabilidad de que 2 0 mas pacientes lleguen dentro del intervalo de 1 segundo es tan
pequefia que podemos decir que esigua aO.

2.3 El nimero de pacientes que llegan durante € intervalo de 1 segundo es independiente de
donde se sitlla este intervalo dentro del periodo de 15 minutos.

2.4 El nimero de pacientes que llegan en un intervalo de 1 segundo no depende las llegadas
gue han sucedido en otro intervalo de 1 segundo

S a analizar un proceso de llegada este cumple estas condiciones, podemos afirmar que su
distribucién es de Poisson.
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La formula para obtener la probabilidad de que un evento ocurra (que lleguen 3 pacientes, por
gemplo) eslasiguiente:

P(X) _ I X)j.

En donde x representa en nimero de llegadas, € la tasa media de llegadas y P(x) la probabilidad
de que & nimero de llegadas seaigual a x.

5.5.2 Ladistribucion Exponencial

Mientras que la distribucion de Poisson describe las llegadas por unidad de tiempo, la
distribucion exponencia estudia € tiempo entre cada una de estas llegadas. Si las llegadas son
de Poisson, el tiempo entre ellas es exponencial. Mientras que la distribucién de Poisson es
discreta, la distribucion exponencial es continua, porque €l tiempo entre llegadas no tiene por
gué ser un nUmero entero.

Esta distribucién se utiliza mucho para describir € tiempo entre eventos, mas especificamente,
la variable aeatoria que representa el tiempo necesario para servir a la llegada. Ejemplos
tipicos de esta situacion son €l tiempo que un médico dedica a una exploracién, € tiempo de
servir una medicina en unafarmacia, o € tiempo de atender a una urgencia.

El uso de la distribucion exponencial supone que los tiempos de servicio son aeatorios, es decir,
gue un tiempo de servicio determinado no depende de otro servicio realizado anteriormente, ni
de la posible cola que pueda estar formandose. Otra caracteristica de este tipo de distribuciones
es que no tienen “edad’, o en otras paabras, “memorid’. Por gemplo, supongamos que €
tiempo de atencidn de un paciente en una sala quirdrgica sigue una distribucién exponencial. Si
el paciente ya lleva 5 horas siendo operado, la probabilidad de que esté una hora mas es la
misma que si hubiera estado 2 horas, o 10 horas o0 las que sea. Esto es debido a que la
distribucion exponencial supone que los tiempos de servicio tienen una gran variabilidad. A lo
mejor e proximo paciente operado tarda 1 hora porque su cirugia era mucho mas simple que la
del anterior.

Lafuncién de densidad de la distribucién exponencial esla siguiente:

mt

p(t) = me-

En donde t representa e tiempo de servicio y i la tasa media de servicio (pacientes servidos por
unidad de tiempo). La densidad exponencial se presenta en Figura 54. En general nos
interesara encontrar P(T < t), la probabilidad de que el tiempo de servicio T seainferior o igual
aun vaor especifico t. Este valor esigual a area por debajo de la funcion de densidad.
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Figura5.4: Distribucion Exponencia

P(T<t)

e

0 t

Si, por giemplo, queremos saber cual es la probabilidad de que € tiempo de servicio seade 2 o
menos horas cuando € tiempo medio es de 3 horas (una tasa de servicio de 1/3), podemos
aplicar laférmula siguiente:

p(TEt)=1-e™

En este caso, P(T O 2) = 0,486, casi un 50% de probabilidad.

5.6 Modelo de colas smple: Llegadas en Poisson y tiempos de servicio
exponencialmente distribuidos.

El modelo que presentaremos a continuacion tiene que cumplir las condiciones siguientes:

El nimero de legadas por unidad de tiempo sigue una distribucién de Poisson
Los tiempos de servicio siguen una distribucién exponencia
Ladisciplinadelacolaesdetipo FIFO

La poblacién potencia esinfinita

Existe un Unico canal de servicio

Latasa media de llegadas es menor que latasamedia del servicio

El tamafio potencial de la colaesinfinito

NouprwWDNE

Si edtas condiciones se cumplen y s conocemos la tasa media de llegada €, y la tasa media de
servicio i, las ecuaciones para obtener valores de las medidas descritas anteriormente son:

NUmero medio en la cola:
I 2
Lq =

mm- 1)

NUmero medio en € sistema:

Tiempo medio de esperaen la cola

W. =

*omm-1)



Tiempo medio en € sistema:

Factor de utilizacion:

Un gemplo

Consideremos el caso de un gran laboratorio farmacéutico que tiene en su almacén un Unico
estacionamiento de carga de que sirve a todas las farmacias de una region, y existe un Unico
trabgjador para buscar los medicamentos del pedido de cada furgoneta y cargarlos en ela. Se
observa que de vez en cuando las furgonetas de transporte se acumulan en e estacionamiento
formando cola, y de vez en cuando € trabgjador estd ocioso. Después de un estudio del sistema
observamos que éste cumple las condiciones expuestas anteriormente. Después de examinar las
Ilegadas de las camionetas durante varias semanas, se determina que la tasa media de llegada es
de 4 camionetas por hora, y que la tasa de servicio es de 6 camionetas por hora. Los gestores
del amacén estan considerando el afadir un trabagjador adicional, o incluso dos de elos, para
aumentar latasa de servicio. El problema consiste en evaluar estas opciones diferentes.

Si se aflade un trabajador, el sistema seguira siendo de cola simple, porque una Unica camioneta
puede cargarse a la vez. Si usamos dos trabajadores, la tasa de servicio serdigua a 12. Si
utilizamos tres trabajadores, la tasa de servicio serdigua a 18.

En & Cuadro 5.1 se han utilizado las ecuaciones expuestas anteriormente para obtener las
medidas de eficiencia del sissema. Hemos supuesto que la capacidad de trabgjo es proporcional
al nimero de trabajadores.

Cuadro 5.1: Resultados del modelo simple de colas
Trabajadores
1 2 3

NUmero medio de camionetas en la cola
NUmero medio de camionetas en € sistema
Tiempo medio de la camioneta en cola
Tiempo medio de la camionetaen e sistema
Ocupacioén del servicio

1,333 0,167 0,063
2,000 0,500 0,286
0,333 0,042 0,016
0,500 0,125 0,071
0,667 0,333 0,222

PERIL

Supongamos que los costes de operacion de cada camioneta por hora son de 2000 ptas y los
trabajadores cobran 1800 ptas por hora de trabajo y que estos trabgjan 8 horas a dia. En €
Cuadro 5.2 se presentan los costes asociados. Al interpretar los tiempos, hay que ir con cuidado
ya que estos estan en fracciones de hora
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Cuadro 5.2: Costes de operacion del sistema

Coste de Coste de mano Coste total
Trabajadores Camioneta por dia | de obra por dia Por dia
1 320.000 144.000 464.000
2 80.000 288.000 368.000
3 46.000 432.000 478.000

Extension del modelo simple a colas con capacidad limitada

Probabilidad de O personas en €l sistema:

_1-(/m

° - (1 /mM
Factor de utilizacion:

P,=1- R,

Proporcién de clientes perdidos porque €l sistema esta lleno:

Pu = (I /m)M P
NUmero medio en € sistema

— PW_ M(I /m)PM

L =
- (/m

NUmero medio en la cola

L =L, | (- R,)

m
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Los gestores tendrian que afiadir un nuevo trabajador a sistema ya que esto representara una
reduccion de los costes totales operacionales, aunque € factor de utilizacion pasard a ser de
33%. Es decir, que los dos trabajadores tendran 5 horas y 20 minutos para dedicarse a otras
tareas dentro del Iaboratorio farmacéutico.

Existen casos en los que € sistema (cola més servicio) tiene una cierta capacidad. Si un cliente
llega cuando hay M o més personas en € sistema, € cliente se va inmediatamente y no vuelve.
Este tipo de modelo es caracteristico de los problemas de colas que se pueden encontrar en
algunos servicios. Por gemplo, un restaurante con un estacionamiento limitado. En este caso,

las ecuaciones del modelo son:




Tiempo medio de esperaen € sistema:

—_ LS
* 1(-p,)
Tiempo medio en la cola
W, =W, - 1
m

5.7Modelo multiple de colas. Llegadas en Poisson y tiempos de servicio
exponencialmente distribuidos.

En muchos casos podemos tener situaciones en donde existe més de un servidor en € sistema.
A medida que van llegando los clientes, los servidores se van ocupando y cada vez que un de
ellos acaba su servicio, € primero de la cola lo vuelve a ocupar. El sistema esta representado en
laFigura5.5.

Figura5.5: Sistemamditiple de colas

En este tipo de modelos la tasa de llegada siempre tiene que ser inferior a la tasa agregada de
servicio, que no es mas que la tasa de servicio individua multiplicada por € nimero de canales.
En este modelo se supone, ademéas de las condiciones expuestas anteriormente, que la tasa
individual de cada canal es la misma. Las expresiones mateméticas para la obtencién de las
medidas de eficiencia del sistema dependen de P, que es la probabilidad de que no haya nadie
en e sistema (cola més servicio). En & disquete (archivo colasxls) se pueden calcular los
valores de P, Los vaores de las medidas de €eficiencia son funcion de Py y se obtienen a partir
de las siguientes formulas:

Factor de utilizacion:

_1a ¢ km
k!gmg km- |

w 0

NUmero medio en € sistema:

Lo tmlymt

* (k-2(km-1)° m
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NUmero medio en la cola

Tiempo medio en la cola

Tenemos que tener presente que en estas ecuaciones i representa la tasa de servicio por canal.
En la pagina web (archivo colasxls) se pueden calcular estos valores tanto para sistemas
multiples de colas con capacidad infinita como con capacidad limitada.

Un gemplo

El ambulatorio de una regién tiene dos médicos de cabecera que atienden a los pacientes que
van llegando. En general los pacientes tienen que esperar a ser atendidos y la gerencia esta
estudiando la posibilidad de contratar un nuevo médico para aligerar € sistema. Como es muy
dificil estimar en términos monetarios € coste de espera de los pacientes, la gerenciaredlizara la
nueva contratacion s se consiguen reducir los tiempos totales del servicio (espera mas atencion)
alamitad. Después de observar y recoger datos sobre las llegadas y sobre el tiempo de servicio,
la gerencia calcula que en media llegan 8 pacientes por hora, y que cada uno de los médicas
puede atender 5 pacientes por hora.

En el cuadro 5.3 se presentan los resultados después de aplicar las férmulas del modelo con dos
y tres médicos.

Cuadro 5.3: Resultados del modelo miltiple de colas

M édicos
2 3
Probabilidad de que todos |os médicos esten libres Po 0,111 0,190
Probabilidad de que todos los médicos esten ocupados P, 0,710 0,278
NUmero medio de pacientes en el sistema L 4,442 1,918
NUmero medio de pacientes en cola Lq 2,842 0,318
Tiempo medio de un paciente en el sistema W 0,555 0,240
Tiempo medio de un paciente en cola W, 0,355 0,040

En e cuadro podemos observar que s afladimos un médico adiciona € tiempo de espera de
cada paciente en e sistema pasa de 0,555 horas a 0,240 horas. Por lo tanto, € objetivo de la
gerencia se cumple a afadir un nuevo médico. También se puede observar que con tres
meédicos €l tiempo de espera en la cola es insignificante.
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5.8 Limitaciones de los modelos de gestiéon de colas

Los dos modelos que hemos presentado en este capitulo son los mas comunes cuando se trata de
sistemas en donde estan implicados seres humanos.  Sin embargo, pueden existir casos en donde
la poblacion potencial del sistema es finita, la cola de la disciplina no es FIFO, la tasa de
servicio depende de las personas en la cola, y las distribuciones de las llegadas no son de
Poisson. En estos casos estos model os son inservibles.

Las distribuciones juegan un papel esencid en estos modelos. Los sistemas en donde las
variaciones de las llegadas en diferentes horarios son muy grandes no pueden ser examinados
con las formulaciones presentadas. Cuando tenemos sistemas mas compleos se utiliza la
simulacion como método de andlisis. En la siguiente seccién simularemos un sistema de colas.

5.9 Ejemplo de simulacion de un sistema de colas.

La farmacia de un hospital tiene dos personas para atender a 10 enfermeras que vienen a buscar
medicamentos para los pacientes. La gerencia observa que de vez en cuando se forman colas
para recoger las medicinas y que e servicio resulta un tanto ineficiente. Por otro lado, la
poblacion potencia es bastante reducida y no puede considerarse como infinita. Por otro lado la
distribucion del nimero de llegadas no es Poisson ni € tiempo de servicio exponencial. Por lo
tanto no se puede aplicar & modelo mlltiple de gestion de colas.

5.9.1 Recogida de datos

La gerencia observé d funcionamiento de la farmacia durante periodos de 1 hora distribuidos a
lo largo de un mes. Estos periodos de una hora fueron aleatoriamente escogidos durante el dia
para obtener una muestra representativa de la actividad.

Los resultados de la observacién se muestran en € Cuadro 5.4.

Cuadro 5.4: Resultados de la muestra

Duracion del tiempo NUmero de
de servicio (minutos) Observaciones
8 15
9 30
10 45
11 60
Total de llegadas 150

Ademés, la gerencia dividié € tiempo de observacion en intervalos de 5 minutos y anoté las
llegadas de enfermeras que llegaron durante estos intervalos. Se observé que en promedio
llegaba una enfermera cada 5 minutos. Al final del periodo de observacion, la gerencia presento
los resultados obtenidos de la siguiente forma:
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Distribucion porcentua de los tiempos de servicio:

15/150 = 10% (8 min)
30/150 = 20% (9 min)
45/150 = 30% (10 min)
60/150 = 40% (11 min)

Media ponderada de |os tiempos de servicio:

10% O 8 min= 0,8 min
20% 0 9min= 1,8 min
30% O 10 min= 3,0 min
40% 0 11 min= 4,4 min
Tiempo medio de servicio: 10,0 min

Con esta informacion, la gerencia pudo empezar a redlizar la ssmulacion con la ayuda de
nUmeros aleatorios (ver anexo 2)

5.9.2 Simulacién de llegadas.

En primer lugar la gerencia simula las |legadas de las enfermeras a la farmacia. Esta sabe que
las llegadas son aeatorias, aunque en promedio llega una cada cinco minutos. Como los
ndmeros aleatorios tienen 10 digitos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), la gerencia escoge (al eatoriamente)
el 7 como representativo de una llegada. Si cogemos a azar un nimero de la tabla, la cantidad
de sietes que contenga € nimero indicara la cantidad de Ilegadas en un intervalo de 5 minutos.
La gerencia simula las llegadas a la farmacia durante 24 periodos de 5 minutos. Quizés no sea
una cantidad muy representativa en este caso, pero para efectos de explicacion de la simulacion
es suficiente.  En un caso rea simulariamos € sistema con muchos més periodos, pero la
mecanica seguiria siendo la misma.

Para ilustrar € procedimiento de simulacion de llegadas, hemos escogido los 12 primeros
numeros aleatorios del apéndice (por columna) y contado las veces que sale el nimero 7.

1239650125 O 6749281769 2 0178780337 3
1370937859 2 8912349495 O 9128374452 1
0926561938 0 9172674928 2 4412773934 2
1639438732 1 9916253764 O 0112378549 1

En el Cuadro 5.5 se muestran los resultados para los 24 periodos.
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Cuadro 5.5: Simulacion del nimero de llegadas en cadaintervalo
Cantidad de Cantidad de
Periodo L legadas Periodo Ilegadas
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

©oooo~NOOUT, WNPE

10
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5.9.3 Simulacion de los tiempos de servicio

Después de obtener los resultados de la simulacién de las llegadas, |a gerencia tiene que realizar
la simulacion de los tiempos de servicio. Recordemos la distribucién de los tiempos de
servicios observada anteriormente;

Minutos Porcentaje
8 10
9 20
10 30
11 40

Como seguimos utilizando los nimeros aleatorios de 10 digitos, consideraremos que e 0
representa un tiempo de servicio de 8 minutos, € 1y € 2 un tiempo de 9 minutos, el 3,4y e 5
un tiempo de 10 minutos, y € 6, 7, 8 y 9 un tiempo de 11 minutos. De esta forma podemos
representar exactamente la probabilidad de los tiempos de llegada. Por ejemplo, observamos en
el Cuadro 5.5 que en & segundo periodo hubieron dos llegadas a servicio. Para simular €
tiempo de servicio, escogemos la Ultima fila de nimeros aleatorios de la tabla comenzando por
la izquierda. El primer nimero es 9 y € segundo 8. Esto quiere decir que la primera y la
segunda llegada tendran asociadas un tiempo de atencion de 11 minutos. Este proceso se repite
paratodos |os periodos en los que hay llegadas. El resultado se presenta en el Cuadro 5.6.
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Cuadro 5.6: Resultados de la simulacion de los tiempos de servicio

Ndmero NUmero de

de periodo Llegadas Tiempo de servicio de cada una
1 0
2 2 (1) 11min, (2) 11 min
3 0
4 1 () 10 min
5 2 (4) 11 min, (5) 10 min
6 0
7 2 (6) 9 min, (7) 10 min
8 0
9 3 (8) 10 min, (9) 10 min, (10) 11 min
10 1 (11) 11 min
11 2 (12) 10 min, (13) 8 min
12 1 (14) 11 min
13 0
14 0
15 1 (15) 11 min
16 4 (16) 10 min, (17) 11 min, (18) 11 min, (19) 11 min
17 1 (20) 9 min
18 1 (21) 8 min
19 1 (22) 11 min
20 0
21 0
22 1 (23) 11 min
23 0
24 2 (24) 9 min, (25) 11 min

5.9.4 Simulacién conjunta del sistema

Ahora ya podemos simular € sistema. El objetivo de la gerencia es encontrar € nimero éptimo
de trabgjadores en la farmacia de forma a minimizar € coste total del servicio. Se considera que
el sistema es FIFO, es decir, primer en llegar, primero en ser atendido. Ahora se tienen que
definir los criterios de cada llegada dentro de cada periodo. Se definen los criterios siguientes:

1. Si enun periodo llega una Unica enfermera, éstalo haraa principio del periodo

2. Si en un periodo llegan 2 enfermeras, la primera lo hace a principio y la segunda en €
tercer minuto

3. Si en un periodo llegan 3 enfermeras, la primera llega a principio, la segunda en e minuto
3,y laterceraen € minuto 5

4, S en un periodo llegan 4 enfermeras, se asume que llegan en los minutos 2, 3, 4y 5

respectivamente.
En laFigura 5.6 se presenta €l patrén de llegadas de los 24 periodos.

Cada llegada viene indicada por un cuadro conteniendo su correspondiente nimero de orden, y
encima del recuadro se indica e tiempo de espera correspondiente. Por gjemplo, s examinamos
el periodo entre las 10:15 y las 10:20, vemos que se producen 5 llegadas (de la 16 a la 20), v,
como veremos mas adelante, seguramente se producira una cola considerable. El
comportamiento del sistema simulado con dos trabgjadores atendiendo a los clientes (nivel de
congestion, personas en cola, duracion del tiempo de espera) puede representarse tal como se
muestra en la Figura 5.7. En la Figura 5.8 se representa la simulacién con tres trabajadores. S
se comparan las dos figuras, visuamente se puede observar que e tiempo de espera se reduce
considerablemente.
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S se examina desde un punto de vista econémico, con dos trabgjadores atendiendo a las
enfermeras, éstas esperaran un total de 213 minutos, un tiempo medio de espera igual a 8,52
minutos. Para obtener un valor monetario del tiempo de espera, la gerencia considera que €
coste por hora de cada trabgjador esigua a7 euros y e coste de cada enfermera es de 12 euros.
S recordamos que € tiempo medio entre cada llegada era de 5 minutos, en media las
enfermeras realizaran 96 vigjes por dia (8 horas diarias por 12 viagjes por hora). Y si €l tiempo
medio de espera es de 8,52 minutos por vigje, € tiempo total de espera esigual a 817,9 minutos
(13,63 horas perdidas), 1o que representa un coste total de espera de 163,56 euros. Si afiadimos
€l coste de los dos trabajadores (112 euros), € coste diario total esigual a 275,56 euros.

Si redlizamos € mismo gercicio pero modificando € nimero de trabgjadores atendiendo a las
enfermeras (Figura 7.6) € tiempo total de espera es igual a 47 minutos, o 1,88 minutos de
espera por llegada. Si tenemos 96 llegadas por dia, € tiempo total perdido es igual a 180,48
minutos (3 horas diarias). El coste de la espera es igual a 36 euros y e sueldo de los
trabajadores igual a 168 euros, 10 que da un coste total igual a 204 euros. Por lo tanto, la
operacion con tres trabajadores parece ser mas eficiente en términos monetarios. ¢Qué pasaria
s contratdramos un cuarto trabgjador que eliminaria completamente € tiempo de espera de las
enfermeras? En este caso € Unico coste seria el sueldo de los trabajadores, que seriaigual a 224
euros, superior a coste con tres trabgjadores.
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Figura5.6: Representacién de las llegadas
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Figura5.7: Operacion de lafarmacia con dos trabajadores
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5.10 Problemas

5.1. En un ambulatorio se reciben una media de tres pacientes por hora, siguiendo una distribucion de
Poisson. El Unico médico que esta en e ambulatorio atiende una media de 6 pacientes por hora. Los
tiempos de atencion siguen una distribucién exponencial. La pregunta que se plantea €l gestor es s vae
la pena contratar a un nuevo médico o no (considerando que éste redlizara e mismo nimero de
pacientes).

5.2. Lallegada de enfermeras a una farmacia del hospital Todosalud puede describirse a través de una
distribucion de Poisson. Los tiempos de servicio utilizan una distribucion exponencial. La tasa de
llegada es de 45 enfermeras por hora, mientras que cada farmacéutico puede atender a 50 enfermeras por
hora. El coste de cada enfermera es de 15 euros por hora, mientras que cada farmacéutico gana 10 euros
por hora. Encontrar €l nimero éptimo de farmacéuticos a contratar.

5.3. Un centro de atencion primaria tiene que administrar la vacuna de poliomelitis a los nifios de un
barrio. El centro estd organizado de forma que los padres van llegando con los nifios, formando una cola
y siendo atendidos 40 por hora, con una distribucién exponencial, por cualquiera de las enfermeras que
estén de servicio. Este servicio de vacunacion se ofrece unavez ala semana, y en este dia las llegadas se
realizan con unatasa igual a 40 nifios por hora. El director del centro sabe que la mayoria de los padres
vienen durante sus horas de trabajo y por ello quiere limitar €l tiempo total de administracion de la vacuna
a 15 minutos (incluyendo la espera). ¢Cuantas enfermeras tendra que utilizar el gerente?

5.4. Un fisioterapeuta tiene un pequefio consultorio en donde trabaja con pacientes operados de rodilla.
Son en media 8 los pacientes que Ilegan por las tardes siguiendo una distribucion de Poisson. El tiempo
de servicio del fisioterapeuta sigue una distribucion exponencial con una tasa media de servicio de 9
pacientes por hora. Por las mafianas no esta nada ocupado, porque la mayoria de pacientes prefiere venir
por las tardes. Después de varios afios de experiencia, € fisioterapeuta sabe que, en genera, si un
paciente llega a su clinica 'y hay tres otros esperando a ser atendidos, éste cambiara de fisioterapeuta.
Para intentar convencer a algunos de sus pacientes a venir por la mafiana, decide dar vales para almorzar
en el bar de la esquina. Con esta téctica, cree que podra reducir la tasa de llegadas de la tarde a 5
pacientes por hora. S la pérdida de un paciente significa una pérdida de 20 euros, /cuanto estaria
dispuesto a pagar por cada vale considerando que cada mafianay cadatarde es de 4 horas?
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Apéndice 5.1: Tabla de nimeros aleatorios

1239650125
1370937859
0926561938
1639438732
6749281769

8912349495
9172674928
9916253764
0178780337
9128374452

4412773934
0112378549
6484118917
7485396877
4449420399

4931720558
7019256915
7088642561
1322899809
7644596455

4350250689
3969625810
9867466169
2336529609
8497899420

1383109138
9755836769
9459378972
1156270803
4281042330

1142160902
8611794741
1497952703
2405306350
7502962776

7679203454
7759918425
2363211025
8652658498
9615307086

5251827422
2562566485
4127133914
1398185872
3106053098

5644540248
8735782233
3802788585
8411711735
7727801919

5583998402
7127183350
3959776552
8083742448
6831646060

8248598021
8902846338
9605697733
1745774801
4927846359

4527058366
9815467859
8609672743
7914214780
9671479586

9981241957
7230206493
6282095638
7424574963
3542787227

3399383961
6582696326
3687936583
1298594465
5647103564

8583519254
9315124105
4015059652
3383210443
2425499018

8094153554
4809003690
8642913942
1499051196
7649824834

5880393712
9965787689
1001598997
1544226029
3928115864

112

1430875177
9902648765
4339955985
4677121705
9093449703

4032184023
2581236968
3001769692
5185675861
6735835540

9764534919
1089265935
8363383157
5141064723
4730042272

5956489316
6211324018
3577040333
1558138811
9548164500

7641705754
2376632426
3395147232
8052499450
3614066579

1869970313
7335817518
2998482807
7718016727
5928523182

2821660618
8411668944
7272012830
7791648017
5368210111

4683141252
3177342357
8059067287
9919589016
6005786976

7108528926
7552101346
9380150844
5658307618
9397192556

6647190158
2835893430
5596749322
8636254576
3705900236

1338635552
7457842856
1594796171
8186045265
5186204268

3950714593
7384119119
2873138839
7240282667
1770087219

8377041005
7446544112
1644676720
8176854669
4339625930

2008225353
9568401934
4185944112
7193770252
1738020959

2628877567
6433830583
2984673476
3659683979
6329548442

6024106022
3460537007
6100976968
9483732238
1713960284

7597030515
6287196405
6959239675
1772149893
3416788948

7974854777
3462832927
7637508522
6018667991
1465417792



6 Gestion y Administracion de Proyectos
(PERT/CPM)

Grandes proyectos han existido desde € inicio de las civilizaciones en nuestro planeta.  Cuando
pensamos en la construccion de las piramides egipcias 0 mayas, de los templos romanos o de las
catedrales gdticas, en enviar astronautas a la luna, en conocer planetas inexplorados hasta hoy
en dia, en descubrir & secreto del genoma humano, €tc., nos viene a la cabeza miles de personas
trabgjando en innumeras tareas y actividades durante afios, e incluso siglos, coordinando las
actividades con un Unico fin: € conseguir acabar una obra maestra.

En generd, los proyectos suelen ser grandes y caros. Construir un hospital, desarrollar un
nuevo medicamento, redizar una campafia masiva de vacunacion en Africa son proyectos que
necesitan una buena coordinacién y utilizacion de los recursos disponibles para obtener una
eficiencia en términos de tiempo y de coste. Completar estos proyectos en un periodo
determinado y cumpliendo las expectativas presupuestarias no es tarea fécil. Si, por gemplo,
fdla d suministro de un materia determinado en una fecha concreta, € proyecto puede sufrir
retrasos que implican un aumento considerable del coste.  Una buena gestion y administracion
del proyecto es crucid.

Normamente los proyectos estan divididos en muchas tareas, dependientes entre elas. En
muchos casos no podemos empezar una tarea sin haber findlizado otra. Es posible que en
grandes proyectos existan muchisimas actividades interdependientes, por lo que los
administradores tienen que encontrar métodos y mecanismos para poder gestionar
eficientemente dlas. En este capitulo examinamos los métodos actuales utilizados para la
gestion y administracion de proyectos que tienen muchas tareas.

6.1 Definicion dela Gestion y Administracion de Proyectos

Un proyecto puede ser definido como una serie de tareas relacionadas entre ellas con un claro
objetivo y que ademés requiere una larga duracion temporal. La Gestién y Administracion de
Proyectos consiste en la planificacion, direccion y control de recursos (personal, equipos,
materiales) necesarios para satisfacer las necesidades técnicas, econémicas y temporaes del
proyecto.  Un proyecto empieza por lo que se denomina Declaracién Del Trabajo™® (DDT).
Bésicamente, € DDT es una declaracion escrita de las intenciones del proyecto en cuestion y la
agenda prevista indicando € inicio y la finalizacion de éste. A veces también se especifica
datos técnicos sobre |os costes, el presupuesto y |as diferentes etapas' del proyecto.

Una tarea (o actividad) es una subdivision determinada del proyecto. En genera tiene una
duracién de algunos meses y es redizada por un grupo o unidad de trabgjo. Una sub-tarea no
€s mas que una division de una tarea, ya que a veces es necesario dividir las tareas en porciones
més significativas. Normalmente un proyecto tiene una estructura jerarquizada de tareas y
subtareas (ver Cuadro 6.1.)

Las tareas tienen asociados en genera una serie de atributos, cuya funcion es la de facilitar la
definicion perfecta de cada tarea en e marco de la planificacion y gestién del proyecto. Estos
atributos pueden ser los siguientes, entre otros:

3 Eninglés, “statement of work”
¥ En inglés, “milestones”
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0 Atributos de identificacion:
o Codigo: conjunto de caracteres afanuméricos que permite identificar la
actividad.
0 Designacién: descripcion breve de la actividad
0 FEjecutor: sirve paraidentificar laentidad o la persona responsable de la tarea.

0 Atributostemporaes:

0 Duracion de la tarea: nimero de periodos previstos para llevar a cabo segun
una asignacion previa de recursos.

0 Fechas previstas: las mas destacables son las de inicio y finalizacion previstos
paralatarea.

0 Fechasredes. El control sobre € proyecto permitira fijar las fechas reaes de
inicio y finalizacién de les tareas una vez redlizadas; y también € grado de
reaizacion de una tarea, que puede ser medido en funcion del porcentgje del
trabajo realizado sobre €l total previsto.

0 Atributos de necesidades de recursos:
o Tipo de recurso: atributo cuditativo que determina qué elementos son
necesarios en cada actividad
0 Cantidad de recurso: atributo cuantitativo que establece cuantas unidades se
necesitan de cada recurso

Cuadro 6.1: Jerarquia De tareas

Programa
f !
Proyecto 1 Proyecto 2
|
| |
Tareal.1l Tareal.2
[
I |
Subtareal.1.1 Sub tarea1.1.2
[
[ |
Paquete de Trabajo 1.1.1.1 Paquete de Trabajo 1.1.1.2

Un paquete de trabajo® consiste en un grupo de actividades combinadas que pueden asignarse
a un Unico grupo o unidad de trabgjo u organizacion. En este paquete se determina la
descripcion de las tareas a redizar, cuando se tienen que iniciar y finalizar, el presupuesto,
algunas medidas sobre € rendimiento y eventos o etapas especificas a ser alcanzadas. Algunos
giemplos pueden ser la produccion de un prototipo, € teste de una maquina en concreto o la
puesta en funcionamiento de una campafia de mercado.

El objetivo principa de la planificacién y gestion de un proyecto consiste en € establecimiento
de:

% Eninglés, “work package”
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0 Un cdendario de la redizacion de las actividades (tareas), que implica €
establecimiento de unas fechas deinicio y de finalizacion de todas las ellas

o Unaasignacion de recursos a las actividades, que implica € escoger una modalidad para
llevar a cabo cada actividad en funcién de los recursos disponibles.

Mas concretamente, la gestion y administracion de proyectos pretende contestar a las siguientes
preguntas'®:

o ¢Cud eslafechade finalizacion de proyecto?

0 ¢Cud eslavariabilidad esperada de esta fecha?

0 ¢Cudes son las fechas programadas del principio y terminacion de cada actividad
especifica?

0 ¢Cudes actividades son criticas en € sentido de que deben terminar con exactitud como
fueron programadas para llegar ala meta de lafinalizacién de | proyecto?

o0 ¢Cuanto se pueden demorar las actividades no criticas antes de provocar un retraso en la
fecha de conclusion del proyecto?

0 ¢Qué controles se deben gercer en e flujo de recursos financieros para las diversas
actividades durante €l proyecto?

Actualmente existen dos grandes métodos para poder responder a estas preguntas: e PERTY y
el CPM™.  Ambos métodos son similares. El primero fue desarrollado a finales de la década
de los 50 para construir € misil Polaris, un complgjo proyecto con més de 250 contratistas
primarios y 9000 subcontratistas. El segundo fue disefiado también a finales de los afios 50 por
DuPont y Remington Rand para la gestion de grandes proyectos.

6.2 Representacion gr&fica de un Proyecto

La representacion gréafica de un proyecto es importante, ya que permite andizarlo de forma
eficiente, identificando las actividades criticas y, por otro lado, simplifica las tareas de control y
de actualizacion de la evolucion del proyecto. La representacion grafica se rediza a través de
una red. Una red es un conjunto de nodos conectados por arcos. Los arcos vienen
representados por los nodos con los cuales estd asociado. Por gemplo, supongamos la red

siguiente:
i
©
(3 (®

el conjunto de nodos viene representado por N={1,2,3,4,5}, y € conjunto de arcos A es €
siguiente:
A={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4);(5:4).(5.2).(3,5)} .

Un camino entre dos nodos consiste en una secuencia de arcos conectados, en donde € nodo
final de un arco coincide con e nodo inicial del arco siguiente. Por gjemplo, € camino entre los

18 Ver Eppeny Gould (1999)
Y Eninglés, PERT: “Program Evaluation and Review Technique”
'8 Eninglés, CPM: “Critical Path Method”
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nodos 1y 4 es: (1,2);(2,3),(3,5),(5/4). Un ciclo (o circuito) es un camino en donde los extremos
coinciden. Por gjemplo, la secuencia (2,3),(3,5),(5,2) es un ciclo.

Existen dos tipos de representaciones de los proyectos. las redes ANA (actividades en 1os arcos)
, en donde las actividades se representan por los arcos de la red, o las redes ANN, en donde las
actividades se representan en los nodos, s bien que las redes ANA son las mas comunes. Més
concretamente, las redes ANA tienen las caracteristica siguientes:

las actividades se representan en los arcos

las relaciones de precedencia se definen a partir del orden de los arcos
l0s sucesos se representan en los nodos

el nodo inicial representad inicio del proyecto

€l nodo final representa su finalizacion

O O O0OO0Oo

Por otro lado, las redes ANN tienen las caracteristicas siguientes:

0 lasactividades se representan en los nodos
0 lasrelaciones de precedencia vienen definidas por los arcos
0 los sucesos son actividades con una duracion nula

Redes ANA.

Las redes ANA tiene una serie de convenciones que hay que seguir para su disefio gréfico.
Estas son:

0 Las actividades secuenciaes son aquellas que estan en  mismo camino (y por tanto,
son de alguna manera dependientes)

0 Las actividades paralelas son las que se encuentran en caminos diferentes (y por tanto
son independientes).

| Limpiar paredes| | Pintar paredes |
©, 4O, 16,

1.1.1 Actividades secuenciaes

®\| Quitar papel vigo |

| Empapelar |
3 >@

@/I Comprar papel |

1.1.2 Actividades paralelas

La convencion ANA indica que la red tiene que dibujarse de izquierda a derecha
Consecuentemente, la numeracién de los sucesos se redizard en € mismo sentido, aumentando
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a medida que nos desplazamos hacia la derecha.  Cada actividad se representa por un Unico
arco (no podemos tener actividades que tengan los mismos sucesos de inicio y finalizacion).

| Empapelar |
©, ©
>

| Pintar techo |

La construccion de una red tiene que redlizarse por fases, afadiendo las actividades una a una.
Para proyectos grandes, es méas facil empezar la construccion de la red desde € fina e ir
retrocediendo. De vez en cuando, al construir la red, serd necesario introducir actividades
ficticias para respetar correctamente las relaciones de precedencia y también para evitar que dos
actividades compartan € mismo nodo de salida y de llegada. Estas actividades ficticias tienen
una duracién igual a cero y no consumen ningln recurso. A continuacion seilustra el uso de las
actividadesficticias.

Caso 1: Representacion correcta de las relaciones de precedencia

Supongamos las siguientes relaciones de precedencia A0 C, B 0O C, B 0 E. No se puede
representar esta relacion son la utilizacion de una actividad ficticia, ya que tendriamos la figura
siguiente:
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En la cuad se comente € error de relacionar la actividad E con la actividad A, cuando en
realidad no hay ninguna relacion de precedencia entre ellas. Por eso es necesario € introducir
una actividad ficticia para evitar este error.

OO0
Actividad ficticia

OO0

En este caso, las relaciones de precedencia se mantienen. La actividad ficticia une a las
actividades B y C y a su vez impide que las actividades A y E estén relacionadas.

Caso 2: Bvitar que dos actividades tengan el mismo nodo de origen y destino.

En este caso, las actividades B y C tienen los mismos nodos de origen y destino (nodos 3y 4) i
tenemos que afiadir una actividad ficticia para que esto no ocurra. La representacion incorrecta
eslasiguiente:

>
® ©

Al afiadir una actividad ficticia, podemos obtener dos situaciones correctas diferentes:

.| Actividad ficticia Actividad ficticia | .

Ambas situaciones implican € mismo resultado de relacion de precedencia, a no tener las
actividades ficticias ni utilizacion de recursos ni coste tempora. Como veremos mas adelante,
el impedir que dos actividades tengan € mismo nodo de origen y destino es basico para poder
determinar las actividades que son criticas para la buena gecucion del proyecto.
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Una vez que se ha construido la red, se tiene que verificar s se cumplen las condiciones
siguientes:

0 Sehan representado todas las actividades

o Todaslas relaciones de precedencia también estén representadas

0 Lared no tiene relaciones de precedencia inexistentes

0 Hay unos Unicos nodos inicial y fina

Findmente, se han de enumerar los nodos de la red, utilizando & método explicado
anteriormente, asociando un valor que identifique cada suceso.

Ejemplo:
Actividad Actividad Precedente Duracién dela actividad
A - 1
B A 1
C A 2
D C 7
E C 4
F B 4
G E,F 3
H D 2
[ D 1
J G 1
K H,l 5
L K 3

Lared ANA correspondiente es la siguiente:

Como hemos mencionado anteriormente, la red ANA también se puede transformar en red
ANN. En este gemplo, la configuracion ANN seriala siguiente:

F
> H
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6.3 Planificacion Temporal del Proyectos (CPM)

El método CPM™ consiste e una metodologia simple para poder gestionar cada una de las
actividades que componen € proyecto. Para cada actividad, e CPM determina unos tiempos de
inicio y de finalizacién y también la posible existencia de holguras temporales que determinen
en nivel critico de su importancia para la consecucién del proyecto en € menor tiempo posible.
Mas concretamente, |os objetivos del CPM son:

Determinar la duracion minima del proyecto

Determinar las fechas de inicio de cada una de las actividades que |o componen

|dentificar las actividades que son criticas™

Determinar que atrasos posibles pueden sufrir las actividades sin afectar la duracion
mima del proyecto.

O O 0O

El CPM utiliza como base las redes ANA y redliza las siguientes hipétesis:
o Lasactividades tienen una duracién determinada conocida (determinista)
0 Setienen que gecutar todas las actividades
o0 No hay repeticion de actividades
0 No hay restricciones significativas de recursos

En principio, e CMP determina e momento més avanzado y € momento mas retardado de
redlizar cada suceso. Estos valores se utilizaran posteriormente para calcular las fechas de
inicio, fin, mas avanzadas y mas retardadas de cada actividad. A continuacién veremos como se
obtienen estos parametros.

6.3.1 Primerafase: andlisis temporal de los sucesos

Notacion:
0 i,]j=sucesos (i=1iniciode proyecto, j=n find del proyecto)
o (i,j)=actividad
0 tjj = duracion delaactividad (ij)
0 E = Momento més avanzado posible para redizar € suceso i (nodo i), suponiendo que

no se han realizado retrasos en las actividades anteriores.
Li = Momento més atrasado posible para realizar € suceso i (nodo i), sin que la
duracién minima se vea afectada.

o

El proceso se desarrollade laforma siguiente:

1. Paracadanodoj calcular E; :
1 E=0;
2. Paraj=2,..,n E=max;){ E +t}
3. E,=duracion minimadel proyecto.

2. Paracadanodo j calcular L :
0 Ly=E,;
4, Parai=n-1,..,2, L= min(i,,-){ Lj - tij}
0 NotarquelL;i=0yquet;=L;-E

B «Critical Path Method”
% Una actividad criticadel proyecto es aguella que se tiene que realizar exactamente en el mismo
intervalo de tiempo igual a su duracion.

120



3. Calcular € margen F; para cada suceso i, es decir € retraso que cada suceso puede sufrir sin
modificar la duracion minimadel proyecto.
o F=L-E
0 Notar que los elementos criticos tienen un margen nulo.

Utilizando e gemplo anterior, y aplicando las férmulas descritas, tenemos que los tiempos de
los sucesos son los siguientes:

Suceso E; Li Fi
1 0 0 0
2 1 1 0
3 2 4 2
4 3 3 0
5 7 8 1
6 10 10 0
7 10 11 1
8 11 12 1
9 12 12 0
10 17 17 0
11 20 20 0

A veces, un proyecto puede tener una fecha de finalizacion fijada de antemano, que no tiene
porque coincidir necesariamente con la minima. En este caso € proceso se modifica de la
siguiente forma:

Paracadanodo j calcular L :

0 L,=Fechadefinalizacién ;
o0 Paai=n-1,..2 L= min(i,,-){ Lj - tij}

3. Cdlcular € margen F; para cada suceso i, es decir € retraso que cada suceso puede sufrir sin
modificar la duracion minimadel proyecto.
(0] Fi = Li - Ei
o Notar que los elementos criticos son los que tienen un margen minimo.

Supongamos que en el giemplo anterior se fijaa priori € tiempo de gecucion del proyecto en 25
semanas. En este caso, €l andlisis temporal de los sucesos es e siguiente:

Suceso Ej L; Fi
1 0 5 5
2 1 6 5
3 2 9 7
4 3 8 5
5 7 13 6
6 10 15 5
7 10 16 6
8 11 17 6
9 12 17 5

10 17 22 5
11 20 25 5

L os sucesos criticos son los mismos que en €l caso anterior.
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6.3.2 Segundafase: andlisis tempora de las actividades

1. Paracadaactividad (i,j) calcular las fechas siguientes:

Fecha de inicio més avanzada (FIA) = E;
Fechadeinicio mésretardada (FIR) = L - t;

Fecha de finalizacién més avanzada (FFA) = E; + t;;
Fecha de finalizacién més retardada (FFR) = L;
Margen total delaactividad (i,j) = L; - E - tj;

O O0Oo0oo0oOo

Las actividades criticas son aguellas que tienen un margen total igual a 0. El camino critico es
el camino maés largo entre € origen (1) y € nodo final (n); por lo tanto, es el camino con €
margen minimo total (el camino compuesto por las actividades criticas). En una red puede
existir mas de un camino critico. En nuestro gjemplo, € andlisis tempora de las actividades es
el siguiente:

Arco Actividad | Duracion FIA FIR FFA FFR Margen
(1,2 A 1 0 0 1 1 0
(2,3 B 1 1 3 2 4 2
(2,9 C 2 1 1 3 3 0
(4,6) D 7 3 3 10 10 0
(4,5) E 4 3 4 7 8 1
(3,5 F 4 2 4 6 8 2
(5,7) G 3 7 7 10 11 1
(6,9 H 2 10 10 12 12 0
(6,8) I 1 10 11 11 12 1
(8,9 Ficticia 0 11 12 11 12 1
(7,9 J 1 10 11 11 12 1
(9,20) K 5 12 12 17 17 0
(10,11) L 3 17 17 20 20 0

El tiempo de gecucion minimo del proyecto es de 20 semanas. No se podra nunca redizar en
menos tiempo. Ahora también podemos analizar las actividades individualizadamente. Por
giemplo, la actividad E tiene una duracién de 4 semanas, se puede iniciar en la tercera semanalo
maés temprano posible (FIA), aunque tenemos un margen, ya que s empieza en la cuarta semana
(FIR) € proyecto no se ve afectado en su conjunto, debido a margen total de una semana. Por
otro lado, la actividad D no tiene margen, por lo que se tiene que empezar obligatoriamente en
la tercer a semana, ya que S se retrasa, aunque sea un poco, € conjunto del proyecto se vera
afectado y no podra ser realizado en las 20 semanas. Por lo tanto la actividad D es criticaen €
proyecto.

El camino critico esta formado por las actividades con margen nulo. En este caso, € camino es:

AOCODOHOKOL
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Gréaficamente, €l camino critico es € siguiente:

\‘. Actividad ficticia

6.3.3 Tercerafase: andlisis mas detallado de los margenes

A continuacion examinaremos con més detalle € margen total de cada una de las actividades
(i,j), desglosandolo en varios apartados.

Margen Total = Lj- E - t;

Representa € atraso maximo permitido en la duracion de una actividad sin afectar a la duracién
total del proyecto. Se supone que las actividades precedentes empiezan o més pronto posible y
que las actividades posteriores se inician lo més tarde posible.

Margen de seguridad = L; - L; - t;

Consiste en e atraso maximo permitido en la gecucion de una actividad sin imponer
restricciones temporales en las actividades precedentes. En este caso las actividades
precedentes pueden acabar |0 més tarde posible y las posteriores empiezan |o mas tarde posible.

Margen libre= E; - E - t;;

Representa e atraso maximo permitido en la duracién de una actividad sin imponer
restricciones temporales en las actividades posteriores. Aqui las actividades precedentes
finalizan 1o mas pronto posible y las posteriores pueden empezar lo mas pronto posible.

Margen independiente = Ej - L; - t;

Representa €l atraso maximo que puede tener una actividad sin afectar a las precedentes y a las
posteriores. En este caso, las actividades precedentes pueden acabar 10 mas tarde posible y las
posteriores se pueden iniciar lo més pronto posible sin que afecte por €llo al proyecto.

Ejemplo de aplicacion: Actividad F (arco(3,5))

0 Margentotal = 2. S estaactividad se retrasa 2 semanas, € proyecto se puede acabar en
el tiempo minimo previsto si ninguna de las actividades precedentes y posteriores sufren
retrasos.

0 Margen de seguridad = 0. Nos indica que no tenemos margen s las actividades
anteriores y posteriores se gjecutan |o mastarde posible.

0 Margen libre = 1. En este caso, s la actividad se retrasa en una semana, € proyecto
puede findizarse en e tiempo previsto siempre que las actividades precedentes se
gjecuten lo mas pronto posible.

0 Margen independiente = 0. Nos indica que cualquier retraso de la actividad F tendra
efecto en las otras actividades.
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Por lo tanto, la actividad F (5,7) esta formada por los sucesos 5 (E=2, L=4) y 7 (E=7, L=8). S
las actividades precedentes han sufrido retrasos, las actividades posteriores no pueden
compensar este retraso porgue su margen es inferior.

6.4 El Gréfico Gantt

El diagrama o grafico Gantt es una manera sencilla y sintética de representacion de las
actividades de un proyecto. Se compone de un ge de abcisas que representa la escala temporal
y de un ge de ordenadas que representa las actividades. En este caso se supone que todas las
actividades se inician en su fecha de inicio més avanzada, aunque no necesariamente sea esto
obligatorio (por ejemplo, podria suponerse que todas las actividades se inician lo mas tarde
posible). El grafico Gantt puede construirse una vez se ha redizado € CPM (o € PERT, que
veremos més adelante). La duracion de cada actividad y los margenes se presentan en € gréfico
en forma de barra horizonta, y a medida que avanza la gecucion del proyecto se va
modificando la configuracién de cada barra (por jemplo, €l color) paraindicar su estado.

Ejemplo de grafico Gantt

A 1

|'n
N [P

. =

|I\‘

I
)
FFII

D Actividades criticas
D Actividades no criticas

. Margen total
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6.5 El PERT

El PERT* es un método similar al CPM. La gran diferencia estriba en que los tiempos de las
actividades no son deterministicos, sino que tienen un componente aeatorio. La version
original del PERT se basa en €l conocimiento, para cada actividad, de tres estimaciones de su
duracion:

0 La estimacion mas probable (m) que es la estimacién mas redlista de la moda de la
distribucién de la probabilidad para el tiempo de la actividad.

0 La estimacion optimista (a) procura ser €l tiempo poco probable pero posible si todo
sale bien, 0 sea, una estimacion de la cotainferior de la distribucion de probabilidad

0 La estimacién pesimista (b) se basa en una estimacion poco probable de que todo vaya
mal. Esdecir, una estimacion de la cota superior de la distribucion de probabilidad.

Para poder operar y calcular el tiempo total minimo del proyecto, necesitamos conocer € valor
esperado y la varianza de cada una delas actividades. Se supone en general que la dispersion
entre a (el valor mas optimista) y b (el mas pesimista) es de 6 desviaciones estandar, es decir 66
=b—a Porlotanto, lavarianza del tiempo de cada actividad es:

6" = [1/6(b—2a)] *

Esta suposicion se basa en que las colas de muchas distribuciones de probabilidad estan a 3
desviaciones estandar de lamedia, y por lo tanto las colas estan a 6 desviaciones estandar.

Por otro lado, también se tiene que conocer qué tipo de distribucion de probabilidad sigue €l
tiempo de las actividades. En general, se asume que los tiempos siguen una distribucion Beta
Este tipo de distribucion tiene un rango entre dos valores a 'y b determinados y representa la
variabilidad dentro de este rango. La distribucion tiene laforma siguiente:

a m b
Y € tiempo esperado de caga actividad se uuuene de la siguiente foriia
t = 1/3[2m+ 0,5(a + b)]

Para poder calcular € tiempo esperado minimo del proyecto y la probabilidad de que €l
proyecto findice en una fecha determinada necesitamos que se cumplan las condiciones
siguientes:

0 que los tiempos de las actividades sean variables deatorias estadisticamente
independientes, es decir, que € punto de distribucién en que ocurra e tiempo de una
actividad en particular no influya en € punto de su distribucién en que los tiempos de
otras variables ocurriran.

2 Eningles, “Program Evaluation and Review Technique”
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0 quelarutacritica siempre requiera un tiempo mayor total que cualquier otra trayectoria.
0 que ladistribucion de probabilidad del tiempo del proyecto sea (aproximadamente) una
distribucién normal.

Esta Ultima hipétesis se basa en que la distribucién de probabilidad de una suma de muchas
variables aeatorias independientes es aproximadamente normal bagjo una amplia variedad de
condiciones®.

Una vez conocido € tiempo esperado para cada una de las actividades, se utiliza éste en e CPM
para obtener e camino critico y las actividades criticas. Una vez se saben éstas, S sumamos sus
tiempos medios, obtenemos e tiempo medio minimo esperado del proyecto. También
obtenemos la varianza del tiempo medio minimo sumando las varianzas de las actividades
criticas. En caso de que haya varios caminos criticos, se escoge aquel con la mayor varianza
total.

Para saber que la probabilidad de que un proyecto se redice en la fecha D, tenemos que buscar

lamediay desviacion estandar en base a las Tablas (0,1) de la distribucién normal. Si Z esuna
variable aleatoria normal (0,1), tenemos que calcular laférmula siguiente:

K= (D-M)/6
Y consultar € valor de la probabilidad correspondiente en una Tabla de la normal.

6.5.1 Ejemplo de PERT

Supongamos € proyecto siguiente:

Masoptimista | Masprobable | Maspesimista Actividades

Actividad a m b precedentes

A 1 2 3 -

B 2 2 8 -

C 1 2 3 A

D 1 15 11 B

E 0,5 1 75 B

F 1 25 7 CD

G 1 2 3 CD

H 6 7 8 CD.E

I 3 4 11 CD.E

J 4 6 8 F.H

2 Egto se conoce como e Teoremadel Limite Central
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Primer paso: encontrar € tiempo medio esperado y la varianza de cada actividad:

Valor
Actividad esperado Varianza
0,11
1.00
0,11
2,78
1,36
1,00
0,11
0,11
1,78
0,44

—IQOTMMUOW>
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Segundo paso: Encontrar €l camino critico. Lared del proyecto es lasiguiente:

Y e CPM se presenta en latabla siguiente:

Actividad Duracion FIA FIR FFA FFR Margen
A 2 0 2 2 4 2
B 3 0 3 0 3 0
C 2 2 4 4 6 2
D 3 3 6 3 6 0
E 2 3 5 4 6 1
F 3 6 9 10 13 4
G 2 6 8 17 19 11
H 7 6 13 6 13 0

I 5 6 11 14 19 8
J 6 13 19 13 19 0

El camino critico del proyecto es BO D O H O Jy d tiempo medio esperado es de 19
semanasy su varianzaesigua a4,33.

Supongamos que queremos calcular la probabilidad de que € proyecto finalice en 20 dias.
Tendremos que:

K = (D —M)/6 = (20-19) /4/4,33 = 0,48

Por lo tanto, y después de consultar una tabla Normal (0,1) hay una probabilidad de 68,44% de
que € proyecto finalice en un periodo de 20 dias.
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6.6 Planificacion de Recur sos: Tiempo-Coste

Como hemos visto hasta ahora, tanto € CPM como e PERT se dedican basicamente a gestionar
el tiempo redacionado con la gecucién de cada una de las actividades que componen €
proyecto. Sin embargo, a veces los tiempos de las actividades se ven afectados por la cantidad
recursos que empleamos en su gecucion. Por lo tanto, existe un intercambio entre € tiempo de
gecucion del proyecto y € coste de redizarlo. Aqui supondremos que esta relacion es lineal,
como muestra la figura siguiente:;

[

Coste méximo

Coste minimo

Tiempo minimo Tiempo maximo

En este caso, la pregunta que intentamos resolver es la siguiente: ¢Qué tiempos de actividad
conviene elegir para que se produzca € tiempo deseado de terminacion del proyecto con un
coste minimo? Para poder responder a esta pregunta, necesitamos conocer la informacion
siguiente de cada actividad:

Tiempo de gecucién normd, T,
Coste de gecucién normal, C,
Tiempo de gecucion acelerada, T,
Coste de gecucion acelerada, C,

OO0 Oo0Oo

Tenemos que la relaciéon [C, — Ch)/[Ta - Tr] representa la pendiente de la recta del gréfico
anterior. En otras palabras, en cuando se reduce e coste s incrementamos € tiempo de
gecucion en una unidad. Es decir, € coste marginal del tiempo. Esta relacion es muy Uil
conocerla para las actividades criticas. Esto es debido a que, como vimos anteriormente, las
actividades criticas son las que determinan € tiempo minimo de gecucion del proyecto. Un
pequefio retraso en una de €ellas provoca inexorablemente un aumento del tiempo de gecucion, y
al contrario, S ponemaos Mas recursos en las actividades criticas, su tiempo de gecucion puede
reducirse y con ello se podriarealizar € proyecto en un tiempo menor.

En general, primero se rediza el CPM con los tiempos hormales de las actividades para obtener
€l camino critico, la duracién minima del proyecto y € coste total normal. Una vez se obtienen
estos datos, se fija un objetivo de reduccion del tiempo de gecucion del proyecto. Si existe un
Unico camino critico, se escoge la actividad del camino critico que tiene € coste margina mas
pequefio para acelerarla.  Cuando hay més de un camino critico, s queremos acelerar €l
proyecto, para cada camino reducimos la actividad con € menor coste marginal hasta conseguir
el objetivo de reduccion. Al redlizar este proceso hay que ir con cuidado ya que la reduccion de
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la duracion de una actividad puede crear la aparicion de nuevos caminos criticos. A
continuacion ilustraremos el método tiempo-coste con un gjemplo.

Supongamos € proyecto siguiente:

Actividades Normal Acelerado Coste
Duracion Coste Duracion Coste Marginal

(1,2 8 100 6 200 50

(1,3 4 150 2 350 100

(2,4 2 50 1 90 40

(2,5) 10 100 5 400 60

(3,9 5 100 1 200 25

(4,5) 3 80 1 100 10

Suceso Ei L; F;
1 0 0 0
2 8 8 0
3 4 10 6
4 10 15 5
5 18 18 0

En condiciones normales, € proyecto tiene una duracion de 18 dias y un coste de 580 (0. El
camino critico es (1,2),(2,5). Ahora aplicamos la regla de reduccion de tiempos escogiendo las
actividades criticas que tienen un coste marginal menor.

o Reducir laduracion de laactividad (1,2) en 2 unidades. duracion = 16 y coste = 680
o Reducir laactividad (2,5) en 4 unidades: duracién = 12 y coste =920

Debido a estas reducciones ha aparecido un camino critico nuevo (1,3),(3,4),(4,5).

o Reducir la duracion de las actividades (2,5) y (4,5) en una unidad: duracién = 11y
coste = 990

En este punto ya no podemos realizar més reducciones , ya que todas las actividades de los
caminos criticos han llegado a su limite de reduccion.

6.7 Conclusiones

En este capitulo hemos examinado varios méodos que nos ayudan a gestionar y planificar
proyectos complgjos. Los métodos PERT y CPM son relativamente sencillos de aplicar, pero

129




permiten obtener mucha informacion importante para la planificacién y control de grandes
proyectos. Debido a su aplicacién en situaciones redles, la gestion de proyectos es una de las
areas mas importantes de los métodos cuantitativos para la toma de decisiones en la industria,
en los servicios y en la formacion de profesionales. Una de las principales razones de su éxito
es la facilidad de obtener diferentes escenarios de un proyecto y de actualizarlo a lo largo de su

gecucion.

Existen varios programas de ordenador dedicados a la gestion de proyectos. Entre €llos,
destacan €l Microsoft Project y € Superproject.
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6.8 Problemas

6.1 Laempresa responsable de la realizacién de un proyecto ha recibido un fax con la red de un proyecto
indicando las actividades, sus duraciones, las dos rutas criticas y la duracion del proyecto, que es de 60
semanas. Debido ala mala calidad del fax, no se entendia bien la duracién de las actividades E y D. Pero
conaciendo la duracién minima del proyecto es posible saber la duracion de estas actividades, que son:

Encontrar laduracion de las actividades D y E.

6.2 Un proyecto tiene una duracién minima de 8 meses. El retraso de un proveedor en una actividad
critica ha provocado un retraso de 1 mes en la finaizacion de esta actividad. ¢, Que consecuencias tiene
este retraso en € término del proyecto?

A El proyecto no se retrasa porque se reduce el tiempo de otras actividades no criticas.
B. El proyecto se retrasa un mes, porque la actividad es critica.
C Nunca més se contrata a este proveedor.

D Como laactividad es critica, € proyecto no se retrasa.

6.3 En la tabla siguiente se exponen las estimaciones de los tiempos necesarios para redizar cada
actividad de un determinado proyecto, asi como las actividades precedentes

Actividades Tiempo de
Actividad precedentes g ecucion
A - 28
B - 22
C A 26
D B 14
E B 32
F B 40
G D 12
H E,G 16
I E,G 26
J C,FH 12

1. Congruir el diagrama utilizando el sistema PERT (las actividades son arcos de la red)
2. Cacular € tiempo minimo de gecucion del proyecto y laruta critica.
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6.4 En la tabla siguiente se exponen las estimaciones de los tiempos necesarios para realizar cada
actividad de un determinado proyecto, asi como las actividades precedentes

Actividades Tiempo de
Actividad precedentes g ecucion
A - 12
B A 12
C A 23
D B 12
E B 12
F C 10
G D 32
H E,G 11
I E,G 16
J C,FH 11

Construir el diagrama (considerad que las actividades son arcos de lared). Calcular € tiempo minimo de
gjecucion del proyecto y laruta critica.

6.5 A continuacion se muestran las actividades que forman parte de un proyecto:

Actividades Actividades Tiempo

Precedentes (semanas)
A - 8
B - 6
C - 3
D A, B 10
E B 6
F C,B 9
G D,EF 6
H F 4
I G,H 2

a) Dibyjar lared.
b) Determinar el camino critico, € margen de las actividades y la duracion minima del proyecto.

c) Laempresaresponsable de la actividad B nos indica que no podra empezar la actividad hasta el
momento 2 y que ésta durard 8 semanas en lugar de 6. ¢Afectard esto a la duracién total del
proyecto? ¢En cuanto y porqué? ¢Cambiaran las actividades criticas del proyecto?
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6.6 A continuacion se muestra las actividades que forman parte de un proyecto de implantacién de un

Sistema de Calidad en una empresa :

Tiempo Actividades Precedentes
(semanas)
Actividad
A Presentacion de objetivos y alcance del proyecto. 1 -
B Diagnostico de la situacion actual. 2 A
C Definicion del Sistema de Calidad. 2 B
D Revision del Manual de Calidad. 4 C
E Redaccion escrita del Manual de Calidad 5 C
F Seguimiento del Manual de Procedimientos 15 D.E
G Redaccioén escrita del Manual de Procedimientos. 16 D.E
H Formacién de la Plantilla 1 E
I Implantacién del Sistema de Calidad. 10 F,G,H
J Auditoria Final 2 I

Dibuje la red. ¢Cud es la ruta critica? Indicar todos los célculos y la tabla de los momentos maés
temprano y mas tardio deinicio y finalizacion. ¢Cuanto tiempo es necesario para concluir € proyecto?

6.7 La Compafiia de Seguros Salutmolt esta planeando la mudanza de sus oficinas principales a
Barcelona para atender su crecimiento empresarial. El traslado es complicado debido a tamafio de la
empresa 'y de sus divisiones administrativas. En primer lugar se tiene que determinar € nuevo local. El
departamento de Recursos Humanos tiene que establecer el nimero de empleados a contratar debido a la
expansion de laempresay los planes de formacion. El departamento de disefio, junto con el gerente hade
determinar la estructura de los nuevos espacios y las necesidades de mobiliario y equipos informéticos.
Evidentemente todas estas actividades son interdependientes. Por gjemplo, jno se puede determinar la

estructura interior del edificio sin antes haberlo escogido!

En primer lugar es necesario establecer lalista de actividades paralarealizacién del proyecto.

Lista de Actividades

Antecesor Tiempo de
Actividad Descripcion Inmediato Ejecucion
A Elegir local de dficinas - 3
B Crear € plan financiero y organizativo - 5
C Determinar las necesidades de personal B 3
D Disefiar medios A,C 4
E Construir €l interior D 8
F Elegir personal a mudar C 2
G Contratar nuevos empleados F 4
H Mudar registrosy archivos F 2
I Ejecutar € plan financiero B 5
J Entrenar al nuevo personal H,E,G 3

En lalista de actividades figuran los antecesores inmediatos de cada actividad. Por ejemplo, no se puede
construir € interior (actividad E) sin haberlo antes disefiado (actividad D). Y este no se puede disefiar sin
haber escogido el nuevo local (actividad A) y sin conocer el ndmero total de empleados (actividad C).
En la dltima columna se indican los tiempos esperados de g ecucion de cada actividad. Dibujar lared del
proyecto y encontrar en camino critico, las actividades criticas y la duracion total del proyecto.
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6.8 Laredy los datos mas relevantes de un proyecto logistico se presentan a continuacién:

Se pide:

B
A @

C

Actividades Tiempo (semanas) Coste ()
Normal Limite Normal Limite

A 4 2 10.000 11.000
B 3 2 6.000 9.000
C 2 1 4.000 6.000
D 5 3 14.000 18.000
E 1 1 9.000 9.000
F 3 2 7.000 8.000
G 4 2 13.000 25.000
H 4 1 11.000 18.000
I 6 5 20.000 29.000

Determinar € camino critico, la duracién minima del proyecto y € coste del proyecto (en

condiciones normales).

Si se quiere reducir la duracion del proyecto en tres semanas, ¢qué actividades han de

reducirsey cua sera el coste del nuevo proyecto?
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