Matematicas 1 Actividad IX

MATRICES

Matriz.
Se llama matriz de orden m x n a una tabla de nimeros que consta de m filas y n co-

lumnas. La expresamos en la siguiente forma:

Ay Apy e a,
A | B2 8m e a,,
Ay Ay e a.,

Cuando m = n la matriz es cuadrada.
En una matriz el elemento a;; se encuentra en la filaiy en la columna j.
abreviadamente una matriz podemos escribirla asi:

A=(ay; 1=1,2,3,4,....,m; 1=1,2,3,4, ... , N
: . . 213 o
Dada una matriz cualquiera, por ejemplo, A = 302 podemos escribirla

separando sus filas, es decir, A;=(2,1,3); A=(3,0,2)

. g (2. , (1), s (3
o bien, sus columnas: A" = ;0 AT = ;o A=
3 0 2

Esto significa que podemos pensar en una matriz bien como una tabla de elementos,
bien como un conjunto de vectores puestos en fila,

A= (A4} Ay ......, Ay)
bien como un conjunto de vectores puestos en columna.

A=A 4% ... 4"

Igualdad de matrices.

Dos matrices A = (a;j) y B = (bjj) son iguales si aj; = by; v,

Matriz traspuesta.

Dada una matriz A = (a;), se llama traspuesta de A, y se representa por A', a la matriz
que se obtiene cambiando filas por columnas.

. t
SiAesdeorden mxn A esdeorden nxm
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Ejemplo:
-10

. -123 .

Si A= 046 queesdeorden2x3 A" =| 2 4| queesdeorden3x?2.
36

Matriz simétrica.

Una matriz cuadrada es simétrica si coincide con su traspuesta.

Ejemplo:
120

A=|2 4 7| essimétrica como puede comprobarse.
075

Obsérvese que doblada por la diagonal principal los numeros que coinciden son iguales.

Matriz diagonal.

Es la que tiene todos sus elementos nulos excepto los de la diagonal principal. (subindi-

ces iguales).

Ejemplo:
500
D=|0 4 0
003
Matriz unidad.

Es la que tiene la diagonal principal formada por unos y los demas elementos nulos. Se

designa por .

Operaciones con matrices.

Designamos por Mmxn €l conjunto de las matrices de m filas y n columnas. Dadas las
matrices A = (a;))eMmxn Y B = (bi))eMmxn

Se define la suma de A y B en la forma siguiente:

A+ B = (ay) + (byj) = (aj + by) = (cj) =C

El producto de un nimero real A por una matriz A = (a;;) se define asi:
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AA = X.(aij) = (Xaij)

Ejercicio:

524 013
A= ; B= ;
-2 31 2 41
Calcula para las anteriores matrices A+B, 3.A y A-2B

Dos matrices A y B son multiplicables si el nimero de columnas de A es igual al nime-
ro de filas de B.
El producto de matrices se define de la forma siguiente:

A:(aij)emen; B:(bjk)EMnxp

C=AB= (aij )'(bjk) =(cy) € MmXP

n
siendo ¢, = Zaih b, , es decir, si
h=1

. by,
. by
a; ap i, y
....................... b
(n columnas) (n filas)
c, =a,.b, +a,b, +....... +a,.b,
Ejemplo:
11
1 0 2 5 1
A= ; B=|3 3|; AB=
215 15 5
2 0

El producto de matrices no es conmutativo en general.

Ejercicio: calcula el producto de B.A. ;Este ejercicio demuestra la frase anterior?

Matriz inversa.

Dada una matriz cuadrada A, Si existe otra matriz B, tal que A.B = B.A =1, se dice que

A es invertible y la matriz B recibe el nombre de inversa de A. Se expresa por A™.
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DETERMINANTES

Determinante de segundo orden.

Sea una matriz cuadrada de orden 2:
a;  ap
ady  ay
Se llama determinante de la matriz A al nimero real obtenido de la siguiente forma:

|A|— ay ap | B
= =aydy —apay
a, Ay

es decir, la diferencia entre los productos cruzados de sus elementos.

El valor obtenido se denota también por det(A).

Determinante de tercer orden

Sea una matriz cuadrada de orden 3:
ay 4 4y
A=|a, ay ay
a; dszp 4z
Se llama determinante de la matriz 4 al nimero real obtenido de la siguiente forma:

a;; 4ap dg
|A|= Ay Ay Ay |=—

Qs dz dgz

Ta).0y a3 tA1.A)3.05 F 013,055 0305, .03 —Ay3.d5,.0) —d33.0,,.d),

Regla de Sarrus

Sirve para recordar la definicion de determinante de tercer orden:

Productos positivos: > 23

31 2 3
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3 -2
Ejemplos: =34-1.(-2)=14;
1 4
1 -2 3

45 6|=1.510+(2).6.(-7)+3.48-3.5(-7)—6.8.1-10.4.(-2) =367
-7 8 10

Menor complementario y adjunto.

Dada una matriz cuadrada de orden n y uno de sus elementos a;;, se llama menor com-
plementario de dicho elemento al determinante de la matriz que resulta de suprimir la
fila iy la columna .

Adjunto de a;; es el menor complementario precedido del signo + o — seglin que i +j sea

par o impar. Se representa por Aj;

1 20
Ejemplo: 4=|-1 0 3
21 4
. 2
Menor complementario del elemento 3: M ,, = ‘2 1‘ =1-4=-3
. 1 2
Adjunto del elemento 3: 4,; =(-) 5 =—(-3)=3.

Se pone signo negativo porque 2 + 3 es impar.

1
Adjunto del elemento 0: 4,, =+ 5 =4. Se pone signo positivo porque 2 +2 es par.

El calculo de un determinante de orden 3 se puede reducir al calculo de un determinante

de orden 2 aplicando el siguiente teorema:

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de una columna o fila multiplicados por sus correspondientes
adjuntos.

ay dp 4y

Sea la matrizde orden 3 4=|a,, a,, a,; |.Sielegimos, por ejemplo, la 1* filay
a; dz dsy

aplicamos el teorema, resulta:

Ay Ay

|A| =a,.

Qy; Qi
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resultado que coincide con la definicion que hemos dado para los determinantes de ter-
cer orden.

Igualmente ocurre si elegimos otra fila o cualquier columna.

Propiedades de los determinantes.

1*) El determinante de una matriz no varia si se cambian filas por columnas.

Det(A) = Det(A")
2%) El determinante de la matriz unidad vale 1

1 0
0 1
0 O

_ O O
Il
—_

3%) Si se intercambian entre si dos filas o dos columnas el determinante cambia de signo
Det(A', A%, A’)=—-Det(A*, A", 4°)
1 3 -1 31 -1

Ejemplo: 2 5 O0=—5 2 0 como puede comprobarse.
2 -2 1 202 1

4%) Si se multiplica una fila o columna por un nimero el determinante queda multiplica-

do por dicho niimero.

Det(kA', A*, A =k.Det(A', 4%, 4°)

5%) Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales su valor es cero.

1 3 -1
Ejemplo:|l 3 -1/=0 como puede comprobarse.
2 -2 1

6") Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales su valor es cero

Det(A' kA", A*)=k.Det(A", A", 4°)=0

7*) Si una fila o columna puede descomponerse en suma de otras dos, por ejemplo,

A'=B+C, entonces Det(B +C, A>, A’) = Det(B, A>, 4°) + Det(C, 4>, 4°)



Matematicas 1 Actividad IX

8") Si a una fila o columna se le suma una combinacion lineal de las restantes, el valor

del determinante no varia.

Det(A', A%, A*) = Det(A' + ad® + pA°, 4>, 4*)

9%) Si una fila o columna es combinacion lineal de las restantes, el valor del determinan-
te es cero.

Det(A', A>,ad' + pA*) = Det(A', 4> ,a4") + Det(A', A, fA>) =0+ 0=0

Calculo de determinantes.

Para resolver determinantes de 6rdenes 2 y 3 podemos usar directamente la definicion.
En general, el célculo de un determinante de cualquier orden se puede reducir al de un
determinante de un orden inferior, desarrollandolo por los elementos de una fila o co-

lumna. Para facilitar el proceso lo desarrollaremos por la fila o columna que contenga
mas ceros.

Usando el método de Gauss podemos transformarlo en el determinante de una matriz

triangular con lo que su valor es el producto de los elementos de la diagonal principal.

El rango de una matriz y los determinantes.

Si las filas de una matriz cuadrada son l.i. su determinante es distinto de cero.
Si las filas de una matriz son 1.d. entonces el determinante es cero.

Rango de una matriz es el maximo orden de sus menores no nulos.

Ejemplo:
1 2 3 -1
Sealamatriz 4=|6 -1 10 0
0 13 -8 6

Para calcular su rango buscamos un menor no nulo. En este caso el menor de orden 2

1 . :
es distinto de cero por lo que partiremos de €l.

Ahora buscamos los menores de orden 3 que resultan de orlarlo para ver si alguno de

ellos es distinto de cero.

(Orlar un menor es formar un menor de orden una unidad superior tomando una fila més y una columna mas de las

que forman el menor inicial)
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I 2 3 I 2 -1
6 -1 10/=8-234+130+96=0; |6 -1 O0/=-6+78-72=0
0 -13 -8 0 -13 6

Todos los menores de orden 3 son nulos, por tanto, el rango es 2.
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