Matemadticas aplicadas a la Empresa RC.2016/17, UFV

FUNCIONES MATEMATICAS BASICAS.

EJEMPLOS DE APLICACIONES A LA EMPRESA

Bloque I. ANALISIS DE CONTEXTO

Ejemplos de funciones basicas para aplicaciones empresariales (1):

Ingresos=(Valor de venta por unidad) (Numero de unidades vendidas)=p-x

Modelos de coste lineal Coste total = Costes variables + Costes fijos
Depreciacion lineal Tasa de depreciacion (anual) =

= (Valor inicial — Valor de desecho) / (Tiempo de vida en afios).
Beneficio (Utilidad): Ingresos-Costes

Valores porcentuales y unitarios:

El porcentaje es un numero asociado a una razén, que representa una cantidad dada
como una fraccidon en 100 partes. También se le llama cominmente tanto por ciento y
se denota por %. Para obtener un tanto por ciento de un ndimero, simplemente se
multiplica por el porcentaje y se divide por 100. Alternativamente, nos pueden dar la
razon en tanto por uno, por lo que no hay que dividir por 100.

Dado un valor unitario, por ejemplo, el coste ¢ de un producto, y un nimero de unidades
g, el valor total se obtiene multiplicando ambos nimeros. Asi, el coste total de todas las
unidades fabricadas sera c x q.

Modelos de mercado

Uno de los modelos mds sencillos ¥ frecuentes es ¢l denominado oferta iy demarn-
da. Para un bien determinado, relaciona el precio py las cantidades vendidas g en un
determinado periodo.
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La funcidn demanda determina las cantidades vendidas en funcitn del precio des-
de el punto de vista del consumidor I (p). Sueke ser una funcion decreciente.

D la misma forma, se define una funcion 5 (p) (usamos S por la palabra inglesa
suppiy) que describe el comportamiento de las cantidades vendidas en funcidn del pre-
cio de venta desde ¢l punto de vista del proveedor o empresario. Suele ser una funcidn
creciente.

El mercado legard a un equilibrio cuando ambas curvas se corten, siempne ¥ cuarn-
do el corte de un precio ¥ una cantidad positives: D (p) = 5 (p).

Esk modelo puede tener en cuenta impuestos indirectos, es decir, una tasa fja T
que un gobierno puede imponer en cada venta de un producto. Esto varia el punto de
equilibrio, siendo ahora el nuevo punto aquel que cumple D (p) = 5({p—T'). Es dedir,
el proveedor no obtendrd un predio p, sino gue su ganandia se reducicd debido a la taza
del impuesto.

Una empresa operd en compatencia perfecta cuando es pequeda ¥ su produccidn no
afecta al precio de mercado del bien en cuestion, e2 decir, el precio ez fijo desde su punto
de vista. En el caso opuesto, una empresa operd como un moropalio coando suministra
la totalidad de la produecion de un determinado bien, por lo que su productén si
influye en ¢l precio de venta.

Interés simple y compuesto:

Interés simple: supongamos que invertimos una cantidad inicial P (principal)} a un
tipo de intents v {expresada en tanto por unop en un periodo de Hempo. Al cabo de
ese periodo de tempo habremos obtenido un incremento de capital, siendo la nueva
canhdad &' = (1 + ) P.

Interés compueste: 5i al cabo del primer periodo repetimos la inversion, siendo el
tipo de intenés constante e igual a r, al cabo de N periodos obtendremos una cantidad
O=(14+ r}""' F. Al comtrario, si queremos obtener un m.-fiml final C, la expresitm que
nos da la cantidad que debemos invertires P = (1 + 1) 7 O, ¥ se denomina talor actual.

Anualidad: Como alternativa al incremento de capital, la gente invierte a menudo
su dinere con el objetivo de obtener uncs ingresos negulares, lamados anualidad. Su-

ngamos que inverdimos Py extraemos una canti al final de cada anp, durante
pong quee i i Py idad I al final de cad, d
N anos, momento enel cual se retira el capital. Enel ano £ el capital y, se puede expresar
en funcidn del capital del afo anterior 4,

=147y -1

donde en el primer momento yy = P. Se puede demostrar que el capital en el afio £ serd

y==£+(_P_£)[1+r:|!
T r

Utilizando la condicidén de no dejar nada de capital después de N anos:

oI, (P_i){l )
r r

LR
= (q1+r)”—1)P

Reajustando

Modelos logisticos

Y=Ym(1+Ce™)
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Otros ejemplos de funciones: matematicas financieras

Diferencia entre tasa nominal y tasa efectiva de interés de una inversion...ier=(1+i)%-1

INTERES NOMINAL E INTERES EFECTIVO:
1 NEmE T

En resumen.. )
: v . l
interés efectivo=1i,, = {I % M} =]
: n
i
En excel
INT.EFECTIVO
1
; y Y R Bt
interés nom.vencido=1i,, =n [(_H Id-jn - l}
k.
TR

En excel
TASA.NOMINAL

Composicion continua

Valor después de n afios=P-e"

donde i=R/100

Tasa de crecimiento poblacional en n afios: Po(1+i)"=P(n)

donde i=R/100, dicho P(n) suele ser una funcién exponencial.

Modelo logistico de un crecimiento restringido: y=ym/(1+Ce™)

donde y es el tamarfio de la poblacion en el instante t y el resto son
constantes positivas.

Suele ser muy utilizado en el andlisis de crecimientos de poblaciones
con restricciones de sus entornos.

(ver anexo para ampliacion de estos conceptos)

Planes de ahorro S=I(P)-snji

Anualidades

Amortizacion

Otros ejemplos:

donde S es el valor futuro de un plan de inversion o ahorro
después de n periodos, I(P) es capital invertido en cada
periodo, ies latasa de interésy s, =i [(1+i)"-1].

I(P)=P/an)i

donde P es el valor inicial o presente (esto es, la cantidad que
se debe pagar para adquirir dicha anualidad), I(P) es la
anualidad por periodo, para n periodos y anji =i *[1-(1+i)"].

Se observa que sp;= (1+i)"an)i

P=I(P) api
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Expresiones matematicas del médulo de funciones financieras de Excel 2010 (opcional).

Programacion lineal, a través de SOLVER (opcional).

Aproximacion polindmica y obtencion de funciones a partir de BigData (opcional).

Bloque Il. ANALISIS DE COMPATIBILIDAD

Existen diferentes métodos para determinar la/s solucién/es de sistemas de ecuaciones
lineales.

Método de Gauss (a partir de matrices y utilizando un método de reduccién)

Regla de Cramer (a partir de determinantes)

Matriz Inversa: AX=B => X=A"1B. Muy Util para resolver varios sistemas de ecuaciones
lineas con la misma matriz de coeficientes A.

Modelo de Insumo-Producto (Prof Leontief, afios 40, premio Nobel 1973 por su
estudio de la economia en USA): se trata de una aplicacién particular para resolver
problemas donde se incorporan interacciones entre diferentes industrias o sectores
que integran la economia. Su objetivo es permitir a los economistas predecir los
niveles de produccién futuros de cada industria a fin de satisfacer demandas futuras
para diversos productos.

Producto tot de la ind P = Unid consum por P+ Unid consum por Q+....+ Demanda final.
Que expresado en forma algebraica seria: X=AX+D, donde X es la matriz de produccidn,
A la matriz insumo-producto (sus elem son los coeficientes insumo-producto), D es la
demanda, y se resuelve asi: X=(I-A)'D, donde | es la matriz identidad.

Cadenas de Markov (opcional): se trata de una sucesion de ensayos similares u
observaciones en la cual cada ensayo tiene el mismo numero finito de resultados
posbles y en donde también la probabilidad de cada resultado para un ensayo dado
depende sdlo del ensayo inmediatamente precedente y no de cualquier resultado
previo. Aw1=A«P, donde A es la matriz de estado después de k ensayos (o etapas), Ak
la matriz estado siguiente (siguiente ensayo k+1) y P es el vector estado (pi, pa, ...pn SON
las probabilidades de que el sistema se encuentre en los estados 1, 2, ...n).
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Bloque Ill. ANALISIS DE COMPORTAMIENTO

Aplicaciones:
® Funciones econdmicas:
Andlisis marginal: coste marginal, ingreso marginal y beneficio marginal
Elasticidad de la demanda y clasificacion.

e Optimizacidn de funciones.

Ejemplos de funciones basicas para aplicaciones econémico-financieras (ll):

Coste marginal: es el valor limite del coste promedio por cada articulo extra cuando
ese nimero de articulos extra tiende a cero.

CMarg(x)— 11 oAx_C( )

Ingreso marginal: representa las entradas adicionales producidas por un articulo
adicional vendido cuando ocurre un incremento muy pequefio en el nimero de
articulos vendidos.

IMarg(x) = hmoE =1I'(x)

NOTA: recordar que I(x)=x:p, donde p suele estar relacionado con la x a través de la
ecuacion de la demanda.

Beneficio marginal: representa el beneficio total por la venta de x unidades, siendo
pues el beneficio adicional por cada articulo extra si la produccién sufre un pequefio
incremento.

BMarg(x) = h ()Ax = B'(x)

donde B(x)=I(x)-C(x), e I(x)=x-p, y p y x suelen estar relacionados por la
ecuacion de la demanda.

Elasticidad de la demanda: es el valor limite de la razén de cambio porcentual en la
demanda respecto al cambio porcentual en el precio, cuando el cambio en el precio
tiende a cero. Elasticidad de x respecto a p, donde x=f(p) que represente la curva de
demanda:

Ax/x p Ax

= Jim =2 = |jm 2.2 = 2. 1y

Ep, Ap—0100Ap/p Ap—0x Ap  f(p)

Clasificacién de la elasticidad, a partir de n=|E«/E,|:
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n=0 = perfectamente inelastica (la cantidad demandada del bien no se modifica en
absoluto al variar el precio)

O<n<1l = inelastica (la demanda varia en forma proporcionalmente menor

a lo que varia el precio).

n=1 = unitaria (la demanda varia en igual proporcién que el precio)
n>1 = elastica (varia en proporcién mayor que el precio)
n=co = perfectamente elastica.

Obtencién de funciones econémico-financieras (videos, ejemplos):

Tipos de funciones de costes:
https://www.youtube.com/watch?annotation id=annotation 3503253309&feature=iv
&src_vid= HWBYx2MZQg&v=eFstaV5LQks

Obtencion de la funcién de costes a corto plazo:

https://www.youtube.com/watch?v=_ HwBYx2MZQg

Generacion de funciones de produccién corto plazo:

https://www.youtube.com/watch?v=3t-N2QduAWQ
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Anexo

Matematicas para la economia y las finanzas’,
Martin Anthony y Norman Biggs.
Cambridge University Press. 2001.

Elementos financieros

4.1. Imerés e incremento del capital

En este capitulo nos ecuparcmos de uno de los modelos bisicos que sc
utilizan en la economia financiera y desarrollaremos sus propiedades
apovindonos en la teoria general de las recurrencias lincales de primer
orden.

Supongamos que en los mercados finacieros se pone a disposicion de
los inversores una tasa v de interés fijo anual. Expresaremos ¢ como un
nimero en lugar de hacerlo como porcentaje, de manera que lo que
comunmente se da como una tasa del 3% por ano, aqui se correspon-
derd con r= 0,08. En @l caso, si invertimos 100 dolares, al cabo de un
ano tendremos 100§ + 8% = 1088, Dicho de forma més general, @i inver-
timas P, al cabo de un ano dispondremos de P+ #P= (1 + P, (De ahora
en adelante, omitiremos las unidades monetarias por cuanto resultan
irrelevantes a efectos de cileulo).

Este sencillo modelo lo podemios utlizar para describir el incremento
del eapital Supongamaos que invertimos Pdurante N afos a una tasa cons-
tante rde interés anual, 5i y, fuera el capital al final del Fésimo afo, en-
driamos y, = Py la recurrencia

y=(l+ry, @=1,23.)

Esta recurrencia estd en la forma estindar que veiamos en el capime-
lo anterior, con a= (1 + r v b= 0. La solucion ¢s bien obvia (incluso sin
ningin tpo de weoria): es 5, = (1 + 1)’ P. En particular, el capital © was
Nanos, seri y,. es decir

C=(l+r*P
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MATEMATICAS FARA LA EQOMOMEL ¥ LAS FINANZAS.

Resula bastante insiructive contemplar b relackin enire Py C desde

la perspectiva del lenguaje de b funciones matemditioas, como en la

Al Agqui el input es el princgal F, la funcion es la <inversion

durante N afos 3 una tasa de interds re oy el outpar es el eapital O

como se veia en la femula anierior. En odras palabras, Cviene determi:
nada comn funcidn de P por la formula A = (1 + 0¥ R

Irvmams oy
e gl il

Figura 4.1, Relacione eiutre priscipal v espital.

Supongamas, thora, que Iapr:g!ml::lmﬂilmwr
mina ascgurar de que ol tnphnl final sea 5 Joudl deberd ser el principal
Fi Es evidenle que esio s pisede hl.llh' hmplmm-m reapustando la
ecuaciin, de tal manera que obtengamos Fen términos de © es decin,

Expresindolo en je matemdtice, hemos hallado & inversa de
la funcidin del Incremenio de Capital {véase, de nueve, Ia Figura 4.1). En
wmwhrmﬂnmaﬂmummcmotldkuludﬂnﬂww
e una suma de eapital C.quse s obtlens en N ados 4 aia tasa de inte-
v n Y sl on Uy EpOrane REgue nos periite comparas el resrms
garantizade procedente de una inversidn a una wsa fija con €l rewor
nix qpue progede de owras formas de inversidn del principal.

Ejempla: Si algulen me ofreee, comeo donaciin, blen 600§ en esos
monsenios o bien VLS dentro de sicte ados, osil de las dos ofertas
el acepaar, daﬁumlﬂdembﬂ&f;owuﬂllle'li‘!"

Tendremos que caboular ag HandnC-ll][[l]mlmpw‘.i—
memr-ﬂ,llﬁfN-T Lnﬁmmlamudlri

10.000

P=—

(Lo

p-w medio de la aproximacion (108)" = 171382427, obtenemus un
valor actual de 5,634,505, Por ke tanto, debo aceptar los 6.0008 ahora. S0

el rsonamsenio antensr oo hubiese quedlrlnloiuflclerlnrmeunr clara,
piénzese de exta otra forma: el hecha de &l vabor acnaal de 10,0005,
tras T afios contados desde ahora v @ una s de inends prevalente, e
menor que GO0, equivale a decir que 60008 invertidos ahors genera
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"
ey SREA
tFy [nn}" -1
Thm'h)&na:[ululﬁgmqlemu:ldﬂlmh[mmlmm La pre-

guints geria entonces jqué principal re para chtener una
renta anual fdurante kos p-rwlmm N nwi'm.l:;n seudl es la funcidn

imvers de F(1)F Despefando la ecuacion oltencmos

s -[' T }

Voesto nos da el vabos actual que habed de generar renta anual cada
afin, duranie los N siguienbes afns.

e tal forma que

?lﬂh Awil es el walor actual correspondiente a una renta anual
e 10,00H0% cada afo v durame bos siere prinimos anos, dada una @sa de
mvleres Fij del 8%7

La férmula nos da que

10,000 1
= ams [‘ '{m:‘]

Liilizando b aproximacidn {1,08)7 = 1, 71362427 obienemos la res-
puesta
0.0,

1
ST [" |.ma:m}

=51063.T0.

Par la misma equivalencia que representa la frmula, una suma de
SLOGETIE lovertida al 8% nos proporcionaria 10000 per aho durante
loms preduciimes T adios, O

4k Intervalos de compuio

En las anteriores disousiones hemos iomado roomo b s anual de inte-
rés, asumiendo que el interés se afadia como una suma glebal al final
e endn Ao, Sin embargn, resula moy edifieante pr EATEIH U o
rrirka s el anteris se atacdicrs con mas reoiencka. Supongamos, por
ejemplo, g s afiade un 4% de interds dos weces al aio, unaa mitsd
abe ano ¥ la otra al Anal del mismo. [Decimos que B s de interés
amal equivalente- ex del B% ., oo veremeas, dicha convencidn
m iene s mismos e&cmlqn:unml.n del B%). Siel :;I'hclplﬂ
e VN, el capatal depisics de wn aho xr‘!

DK+ 4 = 108,16,
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ELEMENTOS FINANCIERCS

wlan mis dbe 100008 al cabo de T afos, En oaras pakabes, si estamos dis-
pracslos & osporar siele anos, estaremos dispuesios, de igual manera, 3
aceptar b suma que s nes ofrece shor e ingresasls enouna ceent nes
i a b wea de inteves dada v dejarks ahd, sin wear, duranie sieie abos. La
cantidad que se genevania de esta manera es de G00[S} = 1028205,
quec s mavor gue 10N, (Desde luego, uno poidria decidirse a no ir por
este camima s tene deudas, o si quiers uma casa nweva, o un coche, o b
e s, akera micwa. Por decirks de oirs forma, esie andlisis dene senti-
do cuandae alguien s ph.nuu et s diisero, SN, i el comirario, b
e s tiene e menoe os gasar dicha suma, b mejor seria valorar b -
bl dbe poscer los oljetos que se pretenden comprar. ¥

4.1 Generaciin de ingresos

o aliernaniva al incremento de capital, la gente invierte a menudo
s dincro con ol lul:gcl:mdr oblener unos ingresos regulares, a los gue
mar fided Supongamos que invertimos Py
BTSS0S TS rxml:d:d !.l] Fireal eh—r.uhl iy, lniranne V ados, mEnen-
wn o ol cuzal s retira ol capital. mgresos s pueden Benerar a par-
oir de i prascipl 7O maten menie hablamds, ome sria Fen

funcidn de %
Agqui. la eouacion recurrenie es

vl ey, -0 donde v =P

Este vs atro s de reourrencia lineal de primer orden, en forma
estindar. con g = (1 + 10 ¥ b= = | La soluciin independience del dempo
seria, por @anin, 7* = e La solucidn general es = v* + (5= )0, ¥ pues

w gue 5, = F, obtenemos

3
}'."{“I:'P—i [[4-»]".
r rl

Fara Begar a determinar fcomo una funcion de P deberemos urilizar
b mencionada condicidn de no dejar nada de capial despads de ko X

afi, esto es, que 1, - 0, Esta condiciin se express coma

! v[?— L](I-r ¥ =0
F ¥
ecuaciin que, al reajustark, nos dani

Harr® —)=Pisn®,
.

FELEMENTOS FINAKCIFROS

I que supone algo mas de los 108§ que resuliarian de una dnica suma
amual. Si el interés se afade rimestralmente, después de un afio, el capi-
1l seria

0 (T 4+ 0027 = 10824,

aprosimadamenie. En general, cuando ] afio = divide en s periodos
iguales. la s equivalente es r/m para cada periodo, ¥ el capial s wn

T ey

Mucstros cxperimentos mamerios nos indican quc csta cantidad sc
incrementa uniglormemente al sumentar el ndmers w de inervalos de
compuio, (Eence Hallar Ta solucion & un determinade inierés se
afade diarksmente, es decin. i w = 365). Una pregunt obaia a este res
pecin, a la que responderemos en el Capitube 7. ex Jqué oourme 8 m — of

Ejemplos resuelies

Ejemplo 4.1; Eroribir fGroulor expalintos pana:

fal dl valor fimal C{P) de wna camtivlad P invertida al 3% de imerés anual
dwerande |1 afian 5 noe kay erinadas anuskes,

(8 e mvi il ovesbande 1P geaierada o i cersitidad P imvertida al
¥ anmal durante 10 aiios, s no Ay capiial final,

[ Utidizar ba afrencimaidn (1. = 162,

Exoniar las fumdiones inperees PC) y Pl ¢ inteproiarias en iirmimes de
et dctual.

Soluckim En ¢l caso de (a) mos apovaremsos en el becho de gque un
principal, invertido a una s anual constante rdurante f afos, creceri
hasta 1 + At Agqui, la s de inerés es del 5%, por lo que r= 0,05 La
respuesta o, por s, U = P 005807, o hien ©1F = 1E29, apro-
simadamenie.

Para la subpregunta (1}
Seccion 1.2, con =005 y )

ril+rl" ORI
1 LEE e =
!P]-["”'. - IJ .[u.us]" —|]F

lacarcnmon la emula gque s daba o la

4
={'—°'°;:;fz ’].- =0195F

&l
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MATEMATICAS PARA LA BCONOMIA ¥ LAS FINANEAS ELEMENTOS FINANCTERDS
Adla hosa de deverminar la funcién mvers: F{C),. notese que Cs 16297 aly’
s pruivalente & P 629 = 0,6138C, de tal manera que FC) = 061300 1] un{ +§J =1104,71.

l’hu-mhammﬂuldedhum.qne daria un capital Coras 10 afios 3 una
s dbe bnieris Nja del 5%.

Pasa determmanar ba finekdn inversa Py, habremos de tener en cuen- i 1.{I%Hvﬂ] =1 10516,
e o= LT205F e equisalenie a P = 10,1205 = 7,722) De donde £
Fill = 7.7221 Este sevia el principal que generaria una renta anaal [
durante ks 10 afos sguientes; o3 decir, el valor actual de una renta
aniaxal fdiaraine ks p'(ndnmn. 10 i, dlawda wina tasa de inierds fjadel 5%, Ejemplo 4.4 Drmostrar gue o valor actual de wna awunlidod | derante

[m] atien, dadn uma tasa i de imleres 3 e

Ejemplo 4.2 Supongumm qur b genads L, un coneurse e wn periiadion ; . ' ,
de tirada mamonal ¥ que fousle elegir emive o suw plebal de 0.0 aborn [ T e o ey i TP
i g e SOANNIS af il e cowdas arte duramts o poviivess siste ases, | Qué (herh dlerf (146 (1 +5)
adeberd L denictn qur by e indere abe.
gy . e st iy o i Adems, wiiicar b foremul 1= 3) {5+ 4 2+ . 4 2 = 1= 21} para

drmentrar que frie da para P} Ll mizma epeesicn que b gue se doba m L
Sabuciin: Calealams ol valor acoal de la socesbin de ngresos jes Seccion 4.2
decin, de la renta anual) ¥ ke comparames con LOHE. Uilwando
ik com o= 407, K= 7, = S0, vemas que el valier acnsl de 20,000 . mq‘"n‘h::mr "_"IJ‘;“‘“' ;"ﬂ“‘:‘;g'z"l'm"if;ﬁt“:
al Einal de caud adio, y durante los sicte siguicnic, o de otros LOME para dentro de dos, v que la @ de interés es constanie
i 1 0 000 i all B, ACEmn peodni Udl. determinar el valor actal de esa renea anual?

F:—[] ——NJ=—[|_——.]=M?,M?! Unia forma de hacerlo seria observando que el valor acoual de los prime-
r (h+r) oor L07) ros 1IN es 1ML/ 1,08 (dado que b operacién se hari al cabo de un
afin) ¥ quel vahine wevieald de Jos segumdos |KS (denro de dos afios) e

Duartin quae esta cantilaed o3 supesior a IO, 5§ acida Ud, racional- de 1OMR1OR y, asi, e vador acrual de 1 renta anual debers ser 1n suma
mente deberi acepear la renta anual en hugar del pago on una sola v, el s dhvs valores aonuades amersores, e decin, 100,108 1006, 1082
{Por supuesio, v @l como mencionibamoes en el Ejemplo de ki Seccion Consuberemas aloes o cass general, donde (o rema anual es Py la
4.1, ez andlisis s0lo tene sentido si U, invierie la suma ghobal. en caso tasa b imperis es o B vabor acnsal del primer pogo o G714 e valor
ﬂf‘lllf'ﬂ'llff”ilﬂmﬂl’h] a adu;l]d.dlegundupwnd! I+ ri'y, en general, el valor actual del

Fesimn pago s de (A1 + 0 ﬁmnmmwdrﬂhrxnﬂldrh

wl.& K dmaderty i aardided de | DOKIS vom mem Jraberv o 4 i renia anual, que es L suma de los valores acoales para é= 1,2, N e
apurmalenie dal 11K pnrmm. Hatler of fetwl tres un adin, 0 of inders i comjru- flqur = flecin anieriemenne,
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MATEMATICAS PARA LA ECONOMIA ¥ LAS FINANZAS

Principales concepios

* Inienés, incremento de capital v significado de valor actual. FLEMENTOS FINANCIEROS
| = Ecuaciones recurrenies en problemas de anuafidades.

coa afie, duranie fos ooale prommo. §Cadl s of palor midxime posible dr [
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Ejercicios

Ejercicio 4.1: w“wuﬂw ﬁmm-mmm
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