Matemadticas Aplicadas a la Empresa RC, 2016/2017, UFV

Bloque | — ANALISIS DE CONTEXTO

Introduccion a las Matematicas / Apuntes

A titulo recopilatorio, se incluyen en este primer bloque, las definiciones de los elementos
basicos del lenguaje de las matematicas, como son los conjuntos, los nimeros y sus
operaciones, y algunas de sus primeras aplicaciones como son las sucesiones, expresiones
algebraicas, ecuaciones y funciones, su significado, expresién, representacién y aproximacion
matematica.

En otros documentos de este bloque I, se describen algunos modelos matematicos para la
economia y la empresa, asi como, algunos casos practicos para la aplicacion inmediata de los
conceptos introducidos.

1. Los conjuntos y sus elementos

Un conjunto define un grupo de objetos de tal forma que especifica si un objeto pertenece o
no al grupo. Se suelen denotar con letras mayusculas. Los objetos pertenecientes a un
determinado conjunto X se representan dentro de llaves, por ejemplo X={2,3,4,5,6} . A estos
objetos se les denomina elementos o miembros.

Cuando un objeto x pertenece a un conjunto S escribimos xES, en caso contrario, escribimos

X&S. También podemos definir un conjunto por las propiedades que deben cumplir sus
elementos. Por ejemplo Z={n | n>5}.

Un conjunto sin elementos se llama conjunto vacio y se denota con {@}.

Decimos que un conjunto U es un subconjunto de V y escribimos UZSV, si todo elemento de U
es a suvez elemento de V.

Dados dos conjuntos Ay B definimos la union de ambos, y escribimos AUB, como el conjunto
en el que los elementos pertenecen a A o a B (o a ambos). Definimos la interseccion de ambos
conjuntos, y lo denotamos por ANB, al conjunto formado por los elementos que pertenecen
simultdneamente a ambos conjuntos.
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2. Los numeros y sus operaciones.
Naturales N={1,2,3,4,...}

Cuenta unidades discretas y positivas no-nulas. Es un conjunto ordenado (dado dos nimeros,
siempre el primero sera menor, mayor o igual que el segundo). En base 10, usamos los digitos
0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 9, pero el mas pequefio de dicho conjunto de nimeros es el 1.

Operaciones: son reglas que permiten obtener las reglas basicas matematicas para combinar
los nimeros. En este caso: suma (+), resta (-) producto (x, * 6 ), divisién ( / o +).

Propiedades: Cierre para la suma y el producto, asociativa para la suma vy el producto [a+
(b+c)= (a+b)+c] y [a x (b x ¢)= (a x b) x c], conmutativa para la suma y el producto [a+b=b+a] y [a
x b=b x a], existencia de elemento neutro (o identidad) para la suma (0) y la multiplicacién (1),
distributiva del producto respecto a la suma [a x (b+c)= (a x b)+ (a x ¢)] y multiplicacién por cero
(si a x b=0 entonces a=0 6 b=0 6 a=b=0).

Si a/b es un nimero natural, b es divisor de a. Un multiplo de un nimero es el que lo contiene
un numero entero de veces.

Un numero primo es un nimero natural mayor que 1 que sélo tiene como divisores 1y si
mismo. Cualquier nimero natural puede expresarse como producto de nimeros primos, lo
que se conoce como factorizar un numero.

El minimo comun multiplo (mcm), de dos o mas nimeros naturales es el menor nimero
natural que es multiplo comun de todos ellos. Sera el resultado de multiplicar todos los
factores comunes y no comunes elevados a la mayor potencia. El mcm se puede emplear para
sumar o restar fracciones de distinto denominador, tomando el mcm de los denominadores de
las fracciones, y convirtiéndolas en fracciones equivalentes que puedan ser sumadas.

El mdximo comun divisor (MCD) de dos o mas nimeros enteros es el mayor nimero entero
que los divide sin dejar resto. Se calcula tomando los factores comunes elevados a la menor
potencia. El MCD se utiliza para simplificar fracciones.

Enteros 7={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

Formados por los naturales, sus opuestos (negativos) y el 0. Se definen las mismas operaciones
y propiedades que en N, afiadiendo la propiedad de cierre a la resta o sustraccion.

El valor absoluto de un nimero, en general, sera el valor positivo del mismo. Por ejemplo:
|-2]=2, |+2|=+2=2.
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Racionales Q={a/b | a,be Z, bz0}

Numero racional es todo nimero que puede representarse como el cociente de dos nimeros
enteros, siendo el denominador distinto de 0. También es un conjunto ordenado. Contiene a

. . a ¢ . . , .
los enteros. Dos nimeros racionales 5 Y7 son equivalentes siy sélo si a-d=c-d.

. . . . , . a Cc
Se definen las mismas operaciones y propiedades que en Z. Asi se define, la suma + o=
T .,oa c ac .., a,C ad
la multiplicacién — X = = —y la divisién - /= = —.
b d bd b’ d  bc

ad+cd
bd '’

Se pueden representar en base decimal, pudiendo ser exactos (6/3=2), periddicos puros
(1/7=0,242857) o periddicos mixtos (1/60=0,016).

Irracionales I={xeR |x¢Q}

Un ndmero irracional a€l, es un nimero que no puede ser expresado como una fraccion m/n,
donde m y n son enteros con n #0. Es cualquier nUmero real que no es racional. Un decimal
infinito (es decir, con infinitas cifras) aperiddico.

Se puede también ver como aquel conjunto de nimeros no racionales, esto es, cuyo numero
de decimales es indefinido no repetitivo y no se expresan como una fraccién de nimeros

enteros (p.e. V2, e, o).

Se clasifican en algebraicos (son la solucidn de alguna ecuacidn algebraica) y transcendentes.
Una ecuacion algebraica es un polinomio, con coeficientes reales o complejos, igualado a cero.

Reales R

Cualquier numero expresado mediante decimales finitos o infinitos. Contiene todos los
numeros vistos anteriormente. Se suele representar por una recta y con el simbolo R. Es
ordenado. Se definen todas las operaciones y propiedades vistas anteriormente, y la
potenciacion.

Cualguier numero real a y un nimero natural n, se define la potencia n-ésima de a como:
=a-a-..-a (nvecesa)

Como consecuencia de la definicién, a™a™=a™™. Se define a0=1y a-n=1/an. Las potencias
fraccionarias seran raices n-ésimas, segun la definicién del producto de potencias:

(al/")n =al=a

Resumimos las propiedades de las potencias para cualquier nimero real, por ejemplo, para a,
by c, de la siguiente forma:
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’ c . a a‘
Z a(b—c)’ (ab) = qab € (a-b) = a- b (E)C -

b, c _ ,(a+b)
a’-a“=a - Be

Esto nos permite definir el elemento inverso para el producto a'=1/a, cumpliéndose que:
a-al=1,

El elemento inverso de la suma sera -a, cumpliéndose que a+(-a)=0.
Axiomas: son los enunciados o proposiciones elementales que no requieren demostracién:

El conjunto de mimeros reales queda perfectamente definido por algunas de sus
propiedades, llamadas axiomas de R, a partir de las cuales se pueden deducir ofras
muchas.

Axiomas
(R.+,%) es un cuerpo L‘onmutan’vu, lo que sigmfica que en R hay defimdas dos
operaciones + y x que verifican:
i) VyeRx+yeRyxxyeR.
ii) Propiedad asociativa: ¥Vx,y,z€ R
XH(42) = (ety)tz, xx(p=z) = (x<p)=z.
iii) Existe un tinico elementoa € R, a =0talque VxER, x+0=0+x=
x yununico elemento b€ R, b =1 talquex x 1 =1 x x =x. Se frata del
elemento nulo y elemento unidad respectivamente.
iv) V¥ x € R, existe un tnico elemento —x € R tal que
x+(—x)=(=x)+x=0.
Es el elemento opuesto de x.

. . . 1
v V x € R —{0}, existe un tnico elemento x* =—— & R tal que
X

1A
xxx =x x=x=1.

Es el elemento inverso de x.
Vi) Propiedad conmutativa: Yx,yE R, x+y=y+x xxy=yxx
vii)  Propiedad distributiva: Vx,y,zE R, x x (y +2)=xxy+xxz
Si ademads se considera la relacién =, (R, =) es un cuerpo totalmente ordenado, es
decir:
i) Vx,yERx=syoy=nx
i) VxyERX=syeys=sxmplcax=y.
iii) VxyzERxs=syeyszimplcax s z.
) ViyzeRsix=syx+z=sy+z
v Vx,yERs10=xy0 <y enfonces0 < x x y.

Vi) Y x,yz€ R, conx = y, 20, entonces xz=yz.
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vii) ¥ x,y, € R, conx = y, z<0, entonces xz=yz.

11
viii) ¥V x,y € R, con 0<x<y, entonces — > —.
x

Se dice que R es un cuerpo arquimediano por verificar el siguiente axioma:

Yx, vEIRs5i0<xy0=y, InEIN/y=n*x
Otro axioma de gran importancia se refiere a la densidad de Q. Afirma que Q es denso
en R, lo que significa que:

Vx<yEIRIGEQ/x<g<y

Todos estos axiomas junto con el axioma de completitud que se enunciard mas adelante,
permiten deducir todas las propiedades de los mimeros reales. De dichos axiomas se
pueden extraer todas las leyes usuales del Algebra elemental.

Los numeros reales se pueden representar sobre una recta en la que se haya elegido un
punto origen como imagen del mimero real 0 y una umidad de medida. En esta
representacion, a todo nimero real le corresponde un punto de la recta y viceversa, cada
punto de la recta es la imagen de un nimero real. Ademas, dados dos nimeros reales x,
yE R, es x <ysiysolo sila imagen de x estd a la 1zquierda de la imagen de y. Este es
el motivo por el que al conjunto R también se le llama Ja recta real.

Axioma de completitud

Una vez definida la relacion de orden =, sea A un subconjunto cualquiera de R. Se
definen los siguientes conceptos:

* Se dice que mER es una cota inferior del conjunto A, st YxEA, m=x. Del
nmusmo modo, M € R es una cota superior del conjunto A, siVxEA, M=x.

* Se dice que A estd acotado inferiormente (superiormente) en R si admite al
menos una cota inferior (superior) fimita. Si1 A esta acotado superior e
inferiormente se dice que esta acotado en R.

* La mayor (menor) de las cotas inferiores (superiores) se denomina extremo
inferior o fnfimo (superior o supremo) del conjunto A. Si el extremo inferior
(superior) pertenece al conjunto A se denomina minimo (tnaximo) de A.

El axioma de completitud de R afirma que todo subconjunto A C R no vacio y acotado
superiormente (inferiormente) posee en R un extremo superior o supremo (extremo
mferior o infimo).

Intervalos

Los subconjuntos mas notables de R son los intervalos. Sean a, b € R, se definen los
siguientes conjuntos:

*  Sia<b, se denomina intervalo abierto (a, b) al conjunto:

(a,b)={xEIR/a<x<b}

* Sia = b, se denomina intervalo cerrado [a, b] al conjunto:
la,bl={xEIRla=sx=bh}
* Paraa < b, los intervalos semiabiertos [a, b) v (a, b] son los conjuntos

[a,b) = {xEIR/a<x<b}
(a.b|={xEIR/a<xsbh}

* Se definen también los siguientes inrervalos no acotades, cona, b € R:

[a,+4%) ={xEIR/a = x}
(a4=)={xEIR/a < x}
(=%,b] = {xEIR/x < b}
(=,b) = {(xE IR/ x < b}

* Elintervalo (-s,+5) representa la recta real completa.



Matemadticas Aplicadas a la Empresa

Valor absoluto:

Tomando de nuevo como referencia la correspondencia entre el conjunto R y la recta
real, se puede definir el concepto de valor absoluto de un niimero real.

Formalmente, la funcion valor absoluto de un niimero real x, | x |, se define como:

x,x=0
[x]=

—x,x<0

El valor absoluto define la distancia entre los puntos de la recta real. La distancia enfre
los nuimeros x e y de la recta real es

p=xi=x~)l
1| es la distancia del punto x respecto al origen.

El valor absoluto cumple las siguientes propiedades.

Para dos numeros reales x e y se verifica:

Dxz0
)| —x | x|
i) | x|'=x"

) xy|= x| x|

L.)£{=M_}.#U
¥yl

vi)Siy=0,|xl=ye x=2xy

vil) Sip>0,|xlcype—y<x<y
Vi) Siy=0,|xrysx=ydr=<—y
ix)|x+yle| x|+ | ¥
La propiedad vi) es 1til para resolver ecuaciones en valores absolutos. Las propiedades

vi1) v vin) son las mas importantes para resolver mecuaciones en valores absolutos y
también se cumplen para = y =.

Como resumen, podemos clasificar los nimeros de la siguiente manera:

unas: 1
nastural es; M primuoes

COTT PSS
errberos:
e 1
cnteros e ot s
racionales: } 2
L, mili ]
reales: B . .
fracdonarios -
il
complejos: C Lrrac iom ales PermE T i

Imag|narlos

RC, 2016/2017, UFV
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3. Expresiones algebraicas y Ecuaciones

Una expresion algebraica es una combinacién de nimeros, operadores y simbolos
representando numeros genéricos.

Ejemplos:

[3x7 — 5¢ = 2

v -—-—|-6-—-——— es una expresion algebraica en la variable x.
- X

5

10 = 3V5 + 5=

5 es una expresion algebraica en la variable y.
Y

(x + ‘\')" - Xy

———= + 2 es una expresion algebraica en las variables x y .
y

A las expresiones algebraicas que constan exactamente de un término se les deno-
mina monomios. A las que tienen exactamente dos términos se les denomina binomios
y a las que constan exactamente de tres términos se les llama trinamios. A las expresio-
nes algebraicas que tienen mas de un término se les denomina polinomios. Asi 2x -
5 es un binomio; el polinomio 3\/y + 2y — 4y? es un trinomio.

Un polinomio en x es una expresion algebraica que tiene la siguiente forma*

T Sl S N S

en donde n es un entero no negativo y los coeficientes ¢, ¢y, . . ., ¢, son constantes;
se tiene que ¢, # 0. A n se le denomina grade del polinomio. Por ello, 4x? — 5x? +
x = 2 es un polinomio en x de grado 3 y »*— 2 es un polinomio en y de grado 5. Una
constante diferente de 0 es un polinomio de grado 0; de modo que 5 es un polinomio
de grado 0. Se considera que la constante 0 es un polinomio; sin embargo no se le asig-
na ningin grado.

Dado que representan nimeros, las expresiones algebraicas permiten operaciones entre ellas.

Por ejemplo, para la divisién existen métodos muy sencillos para simplificar dicha fraccidn.

:Como se dividen polinomios usando Ruffini?
Para dividir polinomios usando la regla de Ruffini, seguimos los siguientes pasos que
aplicamos al ejemplo:

(5z* — 32" + 22 —Tr4+3): (x —1)

Divisidn clasica de Polinomios Divisién de Polinomios usando
t.fr 3 5 la Regla de Ruffini
5% /-3% +2% -7%+3 x-1

3 2
Sx +2x +4x-3

|5 2 4 3 0
5x +2x +4x-3

Existen una serie de reglas para factorizar expresiones algebraicas polindmicas:
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Reglos de factorizacién

L. xy + az = xly + 2) (factor comiin).
2.8 + (@ + bix + ab = (x + a)ix + b).

3 abx’ + (ad + b)x + cd = (ax + by + d).

4. x* + 2ax + & = (x + a)’ (trinomio cuadrado perfecto).
5.2 = 2ax + & = (x — a)’ (trinomio cuadrado perfecto).
6. x' — & = (x + alx — a) (diferencia de dos cuadrados).
7.5  +a' = (x + a)a® = ax + a’) (suma de dos cubos).
8. &' —d’ = (x — a)x’ + ax + a’) (diferencia de dos cubos).

Una ecuacion expresa la igualdad de dos expresiones algebraicas mediante el simbolo =.

Por ejemplo:
Ecuacidn lineal: ecuacidon polindmica de grado 1

Una ecuacion lineal en la variable x es una ecuacion gue puede escribirse en la forma

ar + b = 0, (1
en donde a y b son constantes y a # 0.

A las ecuaciones lineales se les denomina también ecuaciones de primer grado o ecua-
ciones de grade 1, puesto que la mayor potencia que ocurre en la variable de la ecua-
cion (1) es la primera.

Ecuacidn cuadratica: ecuacién polinémica de grado 2

Una ecuacidn cuadrdtica en la variable x es una ecuacion que puede escribirse de la si-
guiente forma:

ax® 4+ by + ¢ = 0,
en donde a, b y ¢ son constantes y a # 0.
A una ecuacion cuadratica se le denomina también ecuacidn de segundo grado
0 ecuacion de grado 2, puesto que la mas alta potencia de la variable que aparece es

la segunda. Mientras que las ecuaciones lineales tienen sélo una raiz, algunas ecuacio-
nes cuadrdticas tienen dos raices distintas.

Existen varios métodos para resolver dichas ecuaciones (p.e. factorizacion y formula cuadrdtica).

Una inecuacion expresa la desigualdad de dos expresiones mediante los simbolos
<, >, < 6 2. Al multiplicar una inecuacién por un numero negativo, hay que invertir
los simbolos >, <, >y <, respectivamente.

Resolver una ecuacion consiste en determinar el valor de la incégnita o incognitas.
Asi, por ejemplo, la expresidn 2x + x2= 0 nos dice que o bienx =006 x = -2.
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Sistemas de ecuaciones: nos centraremos en ecuaciones lineales de varias variables (sistemas
de ecuaciones lineales) y se suelen emplear para encontrar la solucidn (si existe, determinada
o indeterminada) del sistema, que sera el conjunto de valores de las variables de las
ecuaciones que conforman el sistema que satisfacen dichas ecuaciones.

Dichos sistemas y su resolucién, se estudian en detalle en un bloque posterior de la asignatura.
Hasta aqui los bdsicos, para pocas variables, son los métodos de sustitucion y eliminacion.

Los sistemas de ecuaciones no lineales son aquellos en los que, al menos, una ecuacidn no es
lineal. Con frecuencia es posible encontrar las soluciones de este tipo de sistemas en forma
algebraica, por medio de sustitucién, tal como se hace con los sistemas lineales.

4. Funciones matematicas

Definicion

entiada
f(x), que se lee **f de x**, significa el nimero de salida en |
¢l ambito de f gue gue corresponde al nimero de entrada flx)
x en ¢l dominio. e

solide

Pragrama de ofera

2 a
Precio por unidad Cantidad ofrecida
(en dalares) por sEmand
500 1
600 14
700 7
BOD 20 ..
FIGURA 4.2.

Si p es la variable independiente, entonces g es funcion de p, es decir g = f(p), ¥

f1500) = 11, j(600) = 14, f700) = I7. y  f(BOD) = 20.

De manera similar, si g es la variable independiente, entonces p es funcidn de g, es de-
cir, p = glq), vy asi

glil) = 500, gl14) = 600, g(17) = 700, 'y g(20) = 800.

Se llama a f vy g funciones de oferta. Obsérvese en el programa de oferta que al aumen-
tar el precio unitario, los fabricantes estdn dispuestos a ofrecer mayor cantidad de uni-
dades por semana.
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Dadas dos funciones son idénticas si tienen el mismo dominio y codominio, v asig-
nan la misma imagen a cada elemento del dominio.

Unma funciom f : A — B es inyectiva s1 las imdgenes de elementos distintos es
distinta: Sia,a’ € A ya # o’ entonces f{a) £ f(a').

Una funcion f : A — B es suprayectiva o sobreyectiog si su imagen es igual a su
dominic: I'm ( f) = B.

Una funcidn es biyectiog sies inyectiva v suprayectiva.
Sélo son invertibies las funciones biyectivas f es biyectiva <= 37!
Los niameros son polinomios de grado cero.

El teorema fundamental del digebra establece que todo polinomio de grado mayor
que cero tiene una raiz. El dominio de la variabke es el conjunto de los nimeros com-
plejos C.

La factorizacidn de polinomios o factorizacion polindmica se refiere a factorizar un
polinomio con coeficientes en un campo dado o en los mameros enteros en factores
irreducibles con coeficientes en el mismo dominio.

Se denomina api icacidn lineal, funcion linead o transformadion [inedl a toda aplicacién
cuyo dominio v codominio sean espacios vectonales que cumpla la siguiente define-
cidr: Sean Vv W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Una aplicacion T' de
Voen W es una transformacidn lined si para todo par de vectores uw,v € V' v para todo
escalar k € K se satisface que: T (w4 v) = T (u) + T (v) ¥ T (ku) = KT (u).

Un espacio vectorial es una estructura algebraica creada a partir de un conjunto no
vacio, una operacién interna (llamada suma, definada para los elementos del conjunto)
v una operacidn externa (lamada producto por un escalar, definida entre dicho con-
junto ¥ otro conjunto, con estructura de coerpo ), con 8 propiedades fundamentales. A
los elementos de un espacio vectorial se kes llama vectores v a los elementos del coerpo,
escalares.

Una funcidn f es continua en el punto g =i

We=03>0:0< |z —oo| < 8= |f(x) - flm)|<e

Teorema de Weiersirass: s1 f es continua en |a, b] entoces bene un maximo ¥ un
minimo absoluto,

Teorema de Bolzame: si f es continua en |, b ¥ f{a) f(b) < 0, entonces 3e € (a,b)
tal que f(c) =0

Teorema del valor intermedio: si f es continuaen [a,b) ¥ f (a) < &k < f (b), entonces

Relaciones implicitas, explicitas y funciones inversas:

Supongamos el caso mas sencillo de dos variables x e y. Cuando y es una funcion
conocida de x, esto es, y=f(x), solemos decir que es una funcidn explicita de la variable
independiente x.

En algunas ocasiones, la relacion entre y y x se expresa indirectamente por medio de
alguna ecuacion del tipo F(x,y)=0, en la cual, las variables aparecen como argumentos
de la funcidn F del lado izquierdo. A este tipo de ecuaciones se les denomina relaciéon
implicita entre x e y.

Dada una relacién implicita F(x,y)=0, podemos resolver la ecuacién determinando
y=f(x), o bien, x=f(y), donde ! no es 1/f, sino que es la funcién inversa de f.

Tipos y graficas:
+ Polindmicas:

| . .
" =+ l’.'“ |.IF T - - {'.|.\" + ':||.

£l = cpx

10
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Casos mas sencillos:
Constante: f(x)=k, donde k es una cte.
Lineal: f(x)=mx+b, donde m (m=0) y b son ctes.
Cuadriatica: f(x)=ax*+bx+c, donde a (a#0), b y c son ctes.

Nota: las funciones de segundo grado f(x)=ax2+bx+c, son pardbolas que tienen una fdcil
representacion y se puede demostrar facilmente que:

+si a>0, la funcidn crece hacia +oo y habrd un min. relativo o vértice inferior en x,= -b/2a,
ym=(4ac-b?)/4a.

+ si a<0, la funcién decrece hacia -co y habrd un mdx. relat. o vértice superior en xu=-b/2a,
ym=(4ac-b?)/4a.

Representacién (ejemplos):

A B © D E F G H A B c o E F [ H 1
. i
2 | Linea Recta > | Paribola
3 B
N z ¥ e
4 x y 5 Z 3|
5 2 ol [ 1 05|
5 2 2 E : =
B
3
7 10 ¥
8 = f
9 2 ] 1 P o N ) E)
3
10 y=05x+1 1" \\
11 RI=1 1= \
®
12 1 5 \ =
15 ® \
13 ‘ iE]
14 2
21
15 " e
16 2%
e
17 25
18 : 5
19 e
23
20 ” g s
21 3 -2 1 ] 1 2 3 £l
o
22 3
- o
35
24 Recta y=a+bx s
25 a | I‘Cunstants 2; S —
26| |b | 0,5/ Pendiente 33
A B C D E F G H
> Polinomio grado 3
3
4 x Y
5 -15 -5,2625
6 -1 -18
7 0] 1
8 2 -3,6]
k]
10
n v

17 / N -

18 / \ ——polinémica (y)
;z / 1o nlli]: 050+ Ny

21 /

22 +
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Captura de pantalla del resultado al que tenemos que llegar
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V=026 + 0,38 - 2¢ 0,5+ 1
R2=1

E o]

Interpolacion

ESTIMACION LINEAL s una formula matricial
Como toda férmula matricial requiere 3 pasos:
1. Seleccionar I zona amarilla (rango E515)
2. Escibir la férmula matricial
=+ESTIMACION LINEAL(miY; miX"{1;2;3;2})
3. No pulse ENTER para validar.
Debe pulsar |as 3 teclas siguientes
CONTROL + MAYUSCULAS + ENTER
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+ Racionales

e o 1

— lekadenca {Oaaal]

A una funcion que es cociente de funciones polinomiales se
le denomina funcidon racional.

Tener en cuenta que las raices del denominador, restringiran el dominio en el

gue esta definida la funci
+ Exponenciales y Logaritmicas

on.
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La funcidn logaritmica de base b, en donde b > 0 y b # 1, se denota medianie log,
¥ se define como:
y=log,x si y solo si b = x

El dominio de log, es todos los niimeros reales positivos y su dmbito es todos los mi-
meros reales.

Funcion logaritmica invierte la accion de la funcién, v viceversa. A toda funcion
logaritmica se le denomina inversa de su correspondiente funcidn exponencial, y esa
funcion exponencial s la inversa de su correspondiente funcion logaritmica,

Se debe tener presente que cuando se dice que ¢l logaritmo base b de x es y, ello
significa también que b elevada al exponente y es x.

v = log, x significa b' = »x,

En este sentido, el fogaritmo de un nuimero es un exponente, Es el de la potencia a la
gue s¢ debe elevar la base para obtener el nimero, Por ejemplo,

log: 8 = 3 porque 2' = 8,
Se dice gue log, 8 = 3 es la forma logaritmica de la forma exponencial 2* = 8.

Propiedades:

logglmn) = log, m + log, n.

"
fog, — = log, m ~ log, n,
1

log, m' = rlog, m,

1
log, - —log, m.
log, 1 = 0,
log, b = 1,
log, " = r,
BUEBT =
log, m
log, m = log, b

Representacidn:

&

1.7

13
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La funcién exponencial es conocida formalmente como la funcién real e, donde
e es el nimero de Fuler, aproximadamente 2,71828... Su dominio de definicién el con-
junto de los niimeros reales, y tiene la particularidad de que su derivada es la misma
funcién. Se denota equivalentemente como e* o exp (x). Formalmente se puede definir
como una serie de potencias

o
T z"
=2
n=0 i

o como el limite de una sucesién:

T _ 1 IyT
= Jim (1+7)

Propiedades: eotbh — gugh ga—b — e“jeb,e—“ =1/e®, e’ =1.

La funcién inversa de la exponencial es el logaritmo en base natural: y = ¢* <
z = In(y)

Propiedades: In(a + b) = In(a)In(b), Ine = LIn1 = 0, Ina® = blna. No existen
logaritmos sobre niimeros negativos.

Se pueden usar otras bases diferentes a e, como por ejemplo la base 10: y = 10% =
r=log,,y= 11::1%'

En general, cualquier funcién del tipo f(x) = K - a%, con K y a>0 constantes,
diremos que es de tipo exponencial ya que f () = Ke*lna,

+ Trigonométricas:

Las funciones trigonométricas se definen cominmente como el cociente entre dos
lados de un tridngulo rectingulo asociado a uno de sus angulos. Los argumentos se
miden en radianes, siendo la circunferencia entera (360°) equivalente a 27 radianes.
Usando la notacién de la Fig. 4, nombramos a los lados del triangulo hipotenusa, cateto
adyacente y cateto opuesto.

Se define sin o = —2Buesto  — 8 ongp = oduacente _ b opap = opuesio _ g
hipotenusa h hipotenusa h adyacente b
ﬂnn'{]otﬂ:a_dwzéz 1 ,seC o = - , CBC O = 1
08 apuesto a tan o 08 sin o

Por el teorema de pitigoras, se cumple que sinfa +cos?a=1.

Las funciones inversas son arcsin, arc cos y arctan.

(hipatenusa) Fae :
)puesta)

—y=senin
— = g )

¥=caa ¥
—_— = s {1
— y=ton {x]
— = 201 4]

ol 21

b
(advacente)

14



Matemadticas Aplicadas a la Empresa RC, 2016/2017, UFV

Relaciones trigonométricas:
sin{a + b) =sinacosb +sinbeosa

cos(a+b) = cosacosh +sinasinb

sin (a +
cos (a +

= —Cosa

| =
S

) =sina

b =

Definicion analitica:

. > |'—1"k p2k+l
sinr =% ——0—
> T
k=0 * /
oo ko
(—1) =z
COST = Z T

k=0

Ambas funciones son periédicas de periodo 2. El seno es impar y el coseno es una
funcién par.

+ Otras:

Potencial: f(x)=ax", donde a y n son constantes distintas de cero. En realidad, un
polinomio es un sumatorio de funciones potenciales de grado n, donde
n pertenece a los nimeros naturales.

Circulo: (x-h)?+(y-k)*=r?, donde r es el radio del circulo, y (h,k) es el punto (x,y)

donde se encuentra el centro del circulo.

x+2 six = -2

Valor absoluto: p.e. f(x) =|x+2| = {—(x +2) six<-2

Valor entero: p.e.  f(x)=E[x]

Combinaciones de funciones (funciones compuestas):

(f + gix) = fix) + glx).

(f — g¥x) = fix) — glx),
(feXx) = fix) - glx),
Jfi[.vc‘l = ﬂ—”-
g glx)

(foa) (x)=fla(x))

15
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5. Sucesiones y Progresiones

Una sucesion an puede definirse como una funcidn sobme el conjunto de los nime-
rog naturaks (o un subconjunto del mismo) ¥ es por tanto una funcion discreta. Cada
elemento de la sucesion se llama témiine. También se puede representar como {ay |, -5

Tipos: finita (n < N), infinita (n — oo) creciente {an;; > a,). decreciente
(2n+1 = an) acotada (|a,| < L), convergente (limy,—, . 8, = L), altermnada (sig (ap+1) =
—aig (ay )). Sies creciente o decreciente, serd mondtona.

Una serie s la suma de todos los #rminos de una sucesion: § =3 ':ii ay

Una progresion aritmétion es aquella en la que cada término se obtiene sumando una
constante al anterior: a, = ap—1 + d = ay + (r — 1) d. La serie aritmética se obtine asi.

n

5,1:2‘1[:@

Uma progresion geométrica es aquella en la que cada término se obtiene multiplican-
do el anterior por una constante, llamada razén r, es dedir, an = ar™. La serie infinita
serd convergente siy solosi[r| < L

Sn=zu-ri=li {1_,-"'"'1}

=il r
= a
5= lim S,.=§ -1 =
T—r o o —_T

Limite de una sucesion

Definicidn formal de limite de una swcesion:

lm ap =L+ V¥e>0,3N >0:%n = N, |ag — L| < ¢

Ao

Definicidn formal del limate de una funcidn:
mf(r)]=L+<=Ye>0=>0:0<|r—c|<d = |flx)-L|<=
I—o

Una funcidn fes continua en un intervalo si cualquier sucesidn convergente r, en
ege intervalo cample: limg o Tn = L = img, o, f (Ta) = f(L)

Limites laterales de una funcidan:

i

im fir)=Lt e=V¥e >0, =0:0cc—c<d=|flx)-LT| <
E—HET

i

lim fir)=L" <=Yex> 03 =0:0<e—x c:&—;-_f'[:]—!.._| “
2L

Ejemplo:

Segian la expresion del interds compuesto ¥ siendo r el ipo de interés anual, =i se
divide ¢l ano en m p{e:i’udus}r se reinvierten los intereses, el incremento del capital serd
€ = (1 + £)™ P. Haciendo m — oo llegamos al caso continuo y segtin la definicion de
la funcién exponencial, obtenemos que C = " P

16
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6. Limites de las funciones

Limite es una nocion topologica que formaliza la nocion intuitiva de apro-
ximacion hacia un punto concreto de una sucesién o una funcion, a medida que
los parametros de esa sucesion o funcion se acercan a un determinado valor.

La definicién de limite matematico para el caso de una sucesion nos indica
intuitivamente que los términos de la sucesion se aproximan arbitrariamente a
un tnico niimero o punto L, si existe, para valores grandes de n: limp o0 an =
L. Este limite, si existe, se puede demostrar que es tnico. Si los términos de
la sucesion no convergen a ningln punto especifico, entonces se dice que la
sucesion es divergente.

Del mismo modo, se define el limite de una funcién f(x) en un punto ¢
como el valor al que se va aproximando la funcién cuando x se va aproximan-
do a ¢ (punto de acumulacion), independientemente de que éste pertenezca al
dominio de la funcién: lim;—.. f (z) = L

Los limites laterales se construyen aproximindonos a un punto e por la
derecha o por la izquierda: im,_, . f(x) y lim,_,._ f (x). El limite existe si y
solo si existen los limites laterales y éstos son iguales.

Existen unas reglas sencillas para el cdlculo de limites:
m Regla de la suma: limr—q (f (2) + g (7)) = lime—a [ (2) + limy—a g ()

m Regla del producto: limz 4 (f () - g (v)) = limz—q f (z) - Mz e g (x)
m Regla del cociente: limy o (f (7) /g (x)) = limy—q f (x) /limzq g (T)

= Regla de la potencia: lim,_,, f (2)7®) =1lim,_,q f (x)m=ao(r)

En el cilculo de limites es habitual que aparezcan expresiones del tipo:

= %: El limite es oo 0 —oo dependiendo del signo de la constante a.
0 .
m —: El limite es 0.
00
= %: El limite es oo 0 —oo dependiendo del signo de la constante a.
m a*: El limitees cosia > 1,y Osia < L

w o :Ellimiteescosia < 1,y0Osia > 1

En algunas ocasiones aparecen lo que denominamos indeterminaciones, es de-
cir, expresiones cuyo limite existira o no dependiendo de caso particular. Las
indeterminaciones mds habituales son:
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S g =
2

8
|
4

%@

La indeterminacién 0/0 se puede resolver en ocasiones simplificando raices co-
munes en expresiones formadas como cociente de polinomios. Asi, por ejemplo:

2 . - N e )

r—3r+2 r—1){r—2
lim = h'm( ) ) _ lim (x—1)=1
T2 r—32 r—2 r—2 T2

También se puede multiplicar y dividir por el conjugado del denominador:

CVT-1 . (VI-1)(YT+1) z—1 1
I T M ) e DEsD 2

Para resolver la indeterminacion oc/o0 podemos dividir por la mayor po-
tencia:

- 1
o

T | .
lim = lim
T— OG0 i T—¥00

El conjugado también se puede utilizar en este tipo de indeterminaciones.

Para las indeterminaciones del tipo 0/0 puede usarse en la regla de
L'Hopital es una consecuencia del Teorema del valor medio de Cauchy. El teore-
ma dice lo siguiente: Sean [y g dos funciones continuas definidas en el intervalo
[a,b], derivables en (a,b) y sea ¢ perteneciente a (a, b) tal que f(c) = g(c) =0y
g’ (e) # 0six # c. Siexiste el limite L de f'/g" en ¢, entonces existe el limite de
f/g(enc)y esigual a L. Por lo tanto,

Y i) B i C)
@ " e@ L

Asi, por ejemplo

cos (x)

., sin(x .
lim k) = lim
—0 T —0

=1

Esta regla se puede aplicar de forma consecutiva en funciones n veces deri-
vables.

Las indeterminaciones 20/0o0 también pueden resolverse aplicando esta re-
gla (invirtiendo numerador y denominador transformamos se transforma en
una indeterminacién del tipo 0/0). Esto puede aplicarse también a la indetermi-
nacién del tipo 0 - cc. Por ejemplo:

In(z) ) 1/x

MR py. LDy o)

RC, 2016/2017, UFV

18



Matemadticas Aplicadas a la Empresa RC, 2016/2017, UFV

Del mismo modo podemos resolver las indeterminaciones del tipo oo — cc.
Por ejemplo

(2= v&=3) (2 + V@ =3)

lim r— V22 —z= lim =
e e (z+va2=z)
, T . 1 1
= lim = = lim T = o
oo p 4 y/rt —p T 1+ N 2

La indeterminacién 1* en ocasiones se puede resolver usando la siguiente
expresion (que no es otra que la definicién del nimero e):

1 flx)
}l—rvl}t (l + f(:rj) -

Por ejemplo:

xz+2 1

L L T-1=x+2
, 2r+ 1\ =1 . r— 1= . 1 M1 -1 1/3
= —_— = — = e Ml ET = el
}l—H% ( r+2 ) :h—ml (l + T+ 2) ;hlul (l MF=>) 2) ‘ ‘

7. Comportamientos de las funciones y érdenes de crecimiento.

Segun el tipo de funcién se obtendran patrones de comportamiento diferentes. Los patrones
basicos permiten entender comportamientos sencillos de la realidad, indicando cémo
evolucionan en funcién de sus variables (crecen, decrecen u oscilan, p.e.).

La continuidad es un comportamiento tipico de la naturaleza. En general, una funcion y=f(x) es
continua en x=b si f(x) se aproxima a f(b) cuando x se aproxima a b. Esto es, el limite de la
funcién en el punto (por la izda y por la dcha) coinciden con el valor de la funcién.

lim /() = f(a)

El comportamiento asintético estudia hacia donde evolucionan las cosas en el limite, esto es, a
lo que tienden. Si bien lo estudiaremos en detalle mas adelante, conviene indicar que esto nos
permitira conocer el orden de crecimiento de patrones elementales, lo que es muy util para
comparar crecimientos entre funciones.

Sean dos funciones f(x) y g(x) para las que cuando x — oo (o cuando tiende a un valor a), f(x) —
o y g(x) = o. Entonces, si f(x)/g(x) = oo, se dice que el orden de crecimiento en el infinito (o
en el punto a) de f(x) es mayor que el de g(x), esto es, crece mas rapido.

En condiciones similares, si f(x) = 0 y g(x) = 0. Entonces, si f(x)/g(x) — oo, se dice que f(x) es
un infinitésimo de menor orden que g(x), esto es, crece mas lento.
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8. Notacion sumatoria

X1+X2+X3+...+Xn=2?=1 X;

ic=(n—m+1)c

k=m
n n
n
2 (xkiyk)=zxkizyk
ke=m k=m k=m
n n
Yo =e) s
k=m k=m

n
2 (Xk — Xp—1) = Xp — X1
k=m
N ( +1)
nn
Z k =

k=1

z": 2 _noEDEn+ D)

6
k=1

Z <n(n + 1))

e @D -1
PICEREEEE
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